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3 Logički jezik predikata 133

3.1 Sintaksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

3.2 Semantika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
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4.5.3 Algebra modulo n i simetrična kriptografija . . . . . . . 356

4.5.4 Strukture podataka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370
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Predgovor

Od malih se nogu upoznamo s prirodnim brojevima: 1,2,3,.... Naučimo
ih zapisivati i izgovarati, naučimo računske operacije s njima, naučimo ih
uspored̄ivati i primjenjivati u prebrajanju predmeta. Zatim upoznajemo
nove skupove brojeva, cijele, racionalne, realne i kompleksne brojeve, kao
i druge strukture, vektore, matrice, itd. Naučimo raditi s funkcijama,
derivirati ih, integrirati, rješavati diferencijalne jednadžbe, . . . . Med̄utim,
postoji i put u suprotnom smjeru u kojem se pitamo što su prirodni brojevi,
što su funkcije nad objektima i relacije izmed̄u njih, što su skupovi i
strukture? Kako uopće razmišljamo o tim predmetima i kako utvrd̄ujemo
što za njih vrijedi a što ne? Iz tih na prvi pogled filozofskih pitanja izrasla je
bogata matematička teorija. Ona nam ne daje samo odgovor što je ispravno
razmišljanje i koji je smisao osnovnih matematičkih pojmova. Ona nam daje
jedan bogati jezik, tzv. logički jezik predikata u kojem možemo precizno
i efikasno izraziti zamisli, pretpostavke, probleme i ponud̄ena rješenja i
u kojem možemo ispravno i efikasno razmišljati. Ona nam takod̄er daje
jedan univerzalni jezik, jezik teorije skupova, u kojem možemo relativno
jednostavno modelirati gotovo sve zamisli. Ti jezici nisu samo osnovni jezici
matematike već i cjelokupne znanosti. Ma čime se bavili njihovo poznavanje
omogućuje da jednostavnije modeliramo zamisli, da ih učinimo preciznim i
efikasnim, te da preciznije i efikasnije sagledamo njihove posljedice. To su
naprosto jezici ugod̄eni za razmišljanje.

Teorija koja se bavi ovim jezicima zove se matematička logika. Svako
apstraktno razmišljanje je razmišljanje u okviru nekog jezika i svaka logika
je logika nekog jezika (pokušajte razmišljati bez jezika). Uredivši jezik
uredit ćemo i razmišljanje. Klasična Aristotelova logika se bavi logikom
prirodnog jezika koji ne samo da je u nekim dijelovima nelogičan već je
veoma kompleksan, s puno drugih aspekata osim logičkog. Zato je moć
Aristotelove logike veoma ograničena. Za razliku od nje matematička
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logika izgrad̄uje umjetan jezik koji je po samoj svojoj zamisli logičan
i jednostavan. Iz istih razloga je on i siromašan jezik, bez sve one
ljepote koju nosi prirodan jezik. Ali on i nije namijenjen za lakoću i
ljepotu komunikacije ili za izražavanje osjećaja, već za razmišljanje. U
tom pogledu (i samo u njemu) on daleko nadmašuje prirodni jezik pa
tako i matematička logika daleko nadmašuje Aristotelovu logiku. Novu
logiku zovemo matematičkom logikom iz više razloga (mada je neki zovu
i simboličkom ili modernom logikom). Najvažniji je taj da ona u sebi ima
ugrad̄ene elemente matematičkog načina razmišljanja i modeliranja. Što
to znači nećemo pokušati ovdje objasniti. Čitatelj je to možda doživio
studirajući matematiku, ili će to doživjeti, nadamo se, studirajući ovaj
predmet. Nadalje, ovaj umjetni jezik je izgrad̄en po uzoru na matematički
jezik koji je kroz tisućljetno bavljenje ljudi matematikom evoluirao u jedan
veoma moćan jezik. Mada su matematičku logiku uglavnom izgrad̄ivali
matematičari i to ponajviše za potrebe matematike, danas ona prelazi
te okvire i širi se na cjelokupnu znanost. Suvremeni jezik znanosti je
kombinacija prirodnog jezika i ovog umjetnog jezika i tako koristi dobre
strane oba jezika. Prirodnog za izražavanje i jednostavno komuniciranje
osnovnih ideja i zamisli, a umjetnog za komuniciranje i ispitivanje preciznih
formulacija tih ideja i zamisli.

Napomenimo da matematička logika nije samo osnova matematike već
ima i svoju specifičnu matematiku koja ima mnogobrojne primjene, od kojih
ćemo neke i u ovoj knjizi upoznati.

Nastajanje matematičke logike i stvaranje čvrstih osnova matematike
jedna je od velikih avantura ljudskog roda. Istražujući samu bit čovjekovog
razmišljanja, njeni glavni protagonisti su se ponekad izlagali prometejskim
naporima praćenim nerazumijevanjem i animozitetom okoline u kojoj su
djelovali. Neki od njih su na žalost i tragično završili. Postoje razna
metodička opravdanja zašto u izlaganju svakog predmeta valja uključiti
i njegovu povijest, kao i ljude koji su ga stvarali. Mi smo to uradili iz
sasvim drugih razloga. Naprosto, nismo mogli napisati ovu knjigu a da
u nju ne uključimo ove istinske heroje ljudske povijesti. To je naš mali znak
zahvalnosti prema njima.

Ova knjiga je prvenstveno namijenjena studentima računarstva na
Veleučilištu Velika Gorica, ali može poslužiti i svim drugim studentima
računarstva, kao i svakome tko želi bolje razumjeti osnovne logičke i
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matematičke pojmove. Veza s računarstvom je mnogostruka. Ne samo
da matematička logika kao osnovna teorija doprinosi računarstvu kao i
svakoj drugoj znanosti, već su i teorijske osnove računarstva proizašle iz
matematičke logike, od teorijske podloge za digitalne sklopove do pojma iz-
računljivosti te opisa sintakse i semantike programskih jezika. Pored toga,
odred̄eni dijelovi računarstva (umjetna inteligencija, logičko programiranje,
funkcijsko programiranje, ispitivanje korektnosti i složenosti algoritama,
kriptografija,...) direktno su povezani s matematičkom logikom. Nastojali
smo prikazati tu povezanost na način primjeren za ovakvu uvodnu knjigu.

U prva tri poglavlja je po uzoru na matematički jezik (prvo poglavlje)
postepeno (drugo poglavlje) izgrad̄en jedan standardni logički jezik, tzv
jezik predikata ili jezik logike prvog reda (treće poglavlje). Precizirali smo
njegovu sintaksu i semantiku, opisali što je ispravno razmišljanje u tom
jeziku, pokazali kako testirati je li neko razmišljanje ispravno, te izložili
jedan sustav pravila ispravnog razmišljanja. Pokazali smo i kako se taj
jezik koristi u računarstvu.

U četvrtom poglavlju je razvijen osnovni matematički jezik, jezik teorije
skupova. U njemu je razvijen osnovni vokabular suvremene matematike
(pojam skupa, relacije i funkcije) i pokazano je na koji način se u njemu
modeliraju matematičke ali i druge zamisli (pojam strukture).

U zadnjem, petom, poglavlju preciznije je opisan pojam algoritma koji
se kroz cijelu knjigu neformalno koristio. Pored preciznosti izražavanja
i zaključivanja, svrha umjetnih jezika je i da se sadržajna proučavanja
svedu na formalna računanja, da se odgovori na sadržajna pitanja svedu
na manipuliranje formom koja izražava taj sadržaj. Počevši od nalaženja
rezultata raznih operacija, rješavanja raznih uvjeta pa do ispitivanja samog
razmišljanja, mogu se razviti algoritmi, mehanički formalni postupci koji
se daju implementirati i na računalu, koji radeći s formom u konačnici
daju sadržajne odgovore. Ta predaja dijela poslova računalu omogućuje
nam intelektualnu slobodu na isti način na koji nam strojevi omogućuju
fizičku slobodu. U zadnjem poglavlju je pokazano kako je pojam algoritma (
a time i teorijske osnove računarstva) povijesno nastao unutar matematičke
logike, skicirano je što algoritmi mogu a što ne mogu teorijski izračunati,
te što mogu a što ne mogu praktično izračunati. Pokazana je i naizgled
paradoksalna situacija, da je i nepraktičnost nekih algoritama veoma
praktična, gotovo nužna za suvremeno društvo.
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Onaj koga više zanima logika može se ograničiti na izučavanje prva tri
poglavlja, a onaj koga više zanimaju osnove matematike može se ograničiti
na prvo, četvrto i peto poglavlje, te po potrebi zaviriti u početne cjeline
drugog i trećeg poglavlja. Onaj tko želi proći skraćenu verziju knjige može
pročitati prvo poglavlje, prvih pet cjelina drugog poglavlja, cjeline 3.1, 3.3
i 3.6 trećeg poglavlja, u četvrtom poglavlju može izostaviti podcjeline 4.4.3,
4.4.4, 4.5.2, 4.5.3 i 4.5.4, te pročitati prvu cjelinu petog poglavlja.

Mada smo nastojali izložiti jedno zaokruženo i razumno razumijevanje
osnova logike i matematike, ova knjiga je ipak samo uvod, mogli bismo
reći prvi nivo u usvajanju tog područja. Ako želite dalje izučavati ovo
područje, da bismo vam olakšali snalaženje u moru literature predložit
ćemo par uputa za daljnje čitanje. Knjige koje na sličnom nivou ali
opširnije obrad̄uju ovo područje su [NRV98] za logiku (proširuje područja
iz logike, [SEA96] za osnove matematike (proširuje područja iz teorije
skupova i osnovnih matematičkih struktura) i [Hei96] za izračunljivost
(proširuje područja iz izračunljivosti i primjene na računarstvo). Knjige
koje obrad̄uju ova područja na napredniji ali pristupačan način su [Bos97]
za logiku, [End77] za skupove i [End11] za izračunljivost, dok na hrvatskom
govornom području definitivno preporučujemo [Vuk09] za logiku, [Vukb] za
skupove, [Vuka] za izračunljivost, kao i web stranicu.doc.dr.sc. Mladena
Vukovića http://web.math.pmf.unizg.hr/ vukovic.htm gdje se nalazi
još zanimljivog i naprednijeg materijala iz matematičke logike. Zanimljiva,
čitka i korektna knjiga iz povijesti ovog područja je [Dav00]. Na pojedinim
mjestima u knjizi bit će dane reference za neke specifične teme.
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Logika je anatomija razmišljanja.
John Locke, filozof (1632 – 1704)

Logika je poput whiskeya: dobra je samo u malim količinama.
Lord Dunsany, pisac, prvak Irske u šahu i streličarstvu, igrač kriketa,

lovac i vojnik (1878 – 1957)



xii



1
Matematički jezik

U ovom poglavlju ćemo analizirati neke bitne elemente matematičkog
jezika koji su Vam poznati još iz elementarne matematike. Oni će nam biti
osnova za izgradnju umjetnih logičkih jezika, kao što se to i povijesno zbilo.

1.1 Simbolizacija i varijable

Riješimo sljedeće tipične zadatke iz elementarne matematike, razmis-
limo o tome što smo radili i kako bismo to riješili u prirodnom jeziku, bez
upotrebe matematičkog jezika.

1. Izračunajmo

2
3
+ 3

4
⋅ 2
9

1
2
− 1

3

2. Pojednostavnimo (a−b) ⋅(a+b)

1



2 1. Matematički jezik

3. Riješimo sljedeći problem iz znanstvene fantastike. U letu se
susretnu dva jata pataka. Vod̄a jednog jata reče vod̄i drugog jata: "Kad
biste nam dali jednu patku bilo bi nas koliko i vas". Ovaj mu odgovori: "Kad
biste vi nama dali jednu patku nas bi bilo dvostruko više nego vas". Koliko
ima pataka u svakom jatu?

1. Zapis

2
3
+ 3

4
⋅ 2
9

1
2
− 1

3

je opis jednog broja. Izračunati opis ne znači ništa drugo nego pronaći
standardno ime tog broja. Kao kad nam neko opiše nekog čovjeka i mi
na osnovi tog opisa pronad̄emo njegovo ime i prezime ili matični broj.
Ovaj opis u prirodnom jeziku, "zbroj broja dvije trećine i umnoška brojeva
tri četvrtine i dvije devetine podijeljen s razlikom brojeva jedna polovina
i jedna trećina", je prekompliciran i podložan nejasnoćama prisutnim u
prirodnom jeziku. U matematičkom jeziku je pojednostavnjenje postignuto

simbolizacijom: umjesto ’dvije trećine’ pišemo
2
3

, umjesto ’plus’ pišemo +,
itd. Svaki objekt i operacija su nam umjesto riječju predstavljeni jednim
simbolom ili jednostavnim nizom simbola. Tako opis postaje pregledan i
jasno mu se vidi struktura. U opisu možemo pronaći druge opise, npr. opis
3
4
⋅ 2
9

, koji možemo zamijeniti jednostavnijim opisom istog objekta, u ovom

slučaju s
1
6

. Tu zamjenu možemo uraditi jer su to razni opisi istog objekta.
Dobit ćemo

2
3
+ 3

4
⋅ 2
9

1
2
− 1

3

=

2
3
+ 1

6
1
2
− 1

3



1.1. Simbolizacija i varijable 3

Ma koliko opis bio kompliciran, nizom ovakvih jednostavnih zamjena ćemo
ga izračunati, tj. doći do standardnog imena opisanog broja:

2
3
+ 3

4
⋅ 2
9

1
2
− 1

3

=

2
3
+ 1

6
1
2
− 1

3

=

4+1
6

3−2
6

=

5
6
1
6

= 5
1
= 5

Pošto smo na kraju dobili tvrdnju da je

2
3
+ 3

4
⋅ 2
9

1
2
− 1

3

= 5

,

vidimo da je proces računanja u stvari proces razmišljanja kojim smo
ustanovili istinitost jedne tvrdnje. Tako je inače kompliciran proces
razmišljanja simbolizacijom sveden na jednostavan niz formalnih
operacija koje može i računalo izvesti. Cilj nam je razviti jezik u kojem
će svi procesi razmišljanja imati takav jednostavan računski karakter.

Ovaj proces simbolizacije nije vezan za brojeve. Njega možemo provesti
u razmatranju bilo kakvih objekata, pa i u svakodnevnom razgovoru. Tu
opisi obično nisu komplicirani pa se tome ne pribjegava. Ali ako razgovor
dod̄e na to da treba otkriti tko je npr. tata od mame od mame od mame od
moje kćeri Antice, simboliziramo li ’mama’ sa ’m’ a ’tata’ sa ’t’ problem ćemo
svesti na računanje izraza:

t(m(m(m(Antica)))) = t(m(m(Dragana))) = t(m(Rajka)) = t(Anica) = Ilija.

U matematici, a isto se može uraditi i u drugim područjima, simbolizi-
raju se objekti (umjesto ’dva’ pišemo ’2’), operacije (umjesto ’plus’ pišemo
’+’), relacije (umjesto ’manje’ pišemo ’<’), pa čak i logičke riječi, riječi
prisutne u svakom razgovoru, kojima značenje nije vezano za područje o
kojem govorimo, već za konstrukciju samog jezika. Takvi su npr, veznici.
Umjesto ’nije’ pisat ćemo ’¬’, umjesto ’i’ pisat ćemo ’∧’, umjesto ’ili’ pisat
ćemo ’∨’, umjesto ’Ako. . . .onda. . . .’ pisat ćemo ’. . . .→. . . .’, a umjesto ’samo
ako’ pisat ćemo ’↔’. Isto tako umjesto ’za svaki’ pisat ćemo ’∀’ (naopako



4 1. Matematički jezik

napisano početno slovo engleske riječi ’ALL’), a umjesto ’postoji’ pisat ćemo
’∃’ (okrenuto napisano početno slovo engleske riječi ’EXISTS’). Tako ćemo
umjesto

’Za svaki broj postoji broj koji zbrojen s njime daje nulu.’

pisati
∀x∃y x+ y = 0

a umjesto

’Za svaki broj koji nije jednak nuli postoji broj koji pomnožen njime daje
jedan.’

pisat ćemo
∀x(x ≠ 0 → ∃y x ⋅ y = 1)

Izraze tipa ∀x i ∃y zovemo kvantifikatorima. Prvi je univerzalni
kvantifikator a drugi je egzistencijalni kvantifikator.

Mada u početku ovakav simbolički zapis može odbijati, kad se jednom
usvoji olakšava precizno izražavanje i razmišljanje. Napomenimo, da je
jezik znanosti kombinacija prirodnog i umjetnog jezika, pa ćemo se i mi
tako ubuduće izražavati. Kao što ne valja sve reći u prirodnom jeziku isto
tako ne valja sve reći i u umjetnom jeziku. Vremenom se stekne vještina
postizanja pravog omjera kombiniranja ovih jezika u izražavanju.

Još napomenimo da ne koristimo posebne simbole umjesto veznika samo
zbog kraćeg zapisa (jer npr. ’∧’ nije kraće od ’i’) već i zbog toga što će oni imati
u umjetnom jeziku precizno značenje koje se neće podudarati sa složenijim
značenjem prirodnog veznika ’i’ koje zna ovisiti i o kontekstu. O tome će biti
više riječi poslije.

2. Prije nego pojednostavnimo izraz (a− b)(a+ b) pojasnimo njegovo
značenje. Što znači (a− b)(a+ b) ovisi o tome koje značenje pridružujemo
slovima a i b. Ako je npr. a = 2 i a = 3 tada je (a−b)(a+b) = (2−3)(2+3) =−5.
Zbog toga takve izraze zovemo otvorenim opisima, a slova koja nemaju
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specificirano značenje varijablama. Za razliku od njih u zatvorenim
opisima nema varijabli pa je njihovo značenje posve odred̄eno. U našem
primjeru slovima namjerno ne specificiramo značenje da bismo utvrdili
čemu je jednako (a− b)(a+ b) bez obzira čemu je jednako a i b. Pri tome
ćemo zatrebati neke opće zakone o brojevima. Jedan od njih kaže da nije
važan redoslijed članova kod množenja. Npr.

3 ⋅5 = 5 ⋅3

Ali time smo uspjeli izreći taj zakon samo za brojeve 3 i 5. Da bismo ga
izrekli s istom jednostavnošću za sve brojeve upotrijebit ćemo varijable.
Pogledajmo otvorene opise a ⋅ b i b ⋅ a. Prethodni zakon kaže da ma koje
značenje pridružili slovima a i b, izrazi a ⋅ b i b ⋅ a označavat će isti broj.
Dakle, oni označavaju isto bez obzira na značenje a i b:

Ma koji brojevi bili a i b a ⋅b = b ⋅a.

Ili još jednostavnije

∀a∀b a ⋅b = b ⋅a

Tako smo gotovo jednako jednostavno kao i u slučaju brojeva 3 i 5 izrekli
opću zakonitost koja vrijedi za sve brojeve (a njih je beskonačno). I ne samo
to. Iz nje jednostavno možemo običnom supstitucijom dobiti sve pojedine
slučajeve

∀a∀b a ⋅b = b ⋅a ↦ 3 ⋅5 = 5 ⋅3
a↦ 3 b↦ 5

ali i nove opće zakonitosti

∀a∀b a ⋅b = b ⋅a ↦∀x (x+1) ⋅ x = x ⋅(x+1)
a↦ x+1 b↦ x

Vratimo se izrazu (a−b)(a+b). Želimo ga napisati na drugi jednostav-
niji način koji ima isto značenje kao i on bez obzira koje je značenje a i b.
Pri tome ćemo koristiti opće zakonitosti o brojevima jer upravo one govore o
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takvim jednakostima. Lijevo će biti dane transformacije izraza a desno opće
zakonitosti iz kojih te transformacije slijede:

(a−b)(a+b) [(x+ y)(z+w) = x ⋅ z+ x ⋅w+ y ⋅ z+ y ⋅w
x↦ a, y↦−b, z↦ a, w↦ b ]

= a ⋅a+a ⋅b+(−b) ⋅a+(−b) ⋅b
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x ⋅ x = x2 (−x) ⋅ y =−x ⋅ y
x↦ a x↦ b, y↦ a
x↦ b x↦ b, y↦ b

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= a2+ab−ba−b2 [a ⋅b = b ⋅a]

= a2+ab−ab−b2 [x− x = 0
x↦ a ⋅b]

= a2+0−b2 [x+0 = x
x↦ a2 ]

= a2−b2

Napomenimo da ispred korištenih zakonitosti, radi jednostavnosti, nismo
pisali kvantifikatore. Takod̄er nismo spomenuli zakon koji kaže da nije
bitno kojim ćemo redom zbrajati i oduzimati. Taj zakon nam omogućuje
da ne pišemo zagrade koje odred̄uju redoslijed već ga po želji odred̄ujemo.
Transformiranje otvorenih opisa je složenije od računanja, ali kad se
uvježba i ono postaje rutinska stvar. Primjenjujući jedan niz osnovnih
zakonitosti o brojevima, formalnim postupkom supstitucije izraza na mjesto
varijabli u tim zakonitostima dobivamo nove opće zakonitosti o brojevima.
Tako smo upotrebom varijabli i ovo složenije razmišljanje o općim zakoni-
tostima brojeva sveli na računanje. U ovom slučaju smo dobili tzv. formulu
za razliku kvadrata:

∀a∀b (a−b)(a+b) = a2−b2

Napomenimo još jednom da nismo dobili tek jednu tvrdnju o konkretnim
brojevima, npr. da je (3− 5)(3+ 5) = 32 − 52 već o svim brojevima. A ne
zaboravimo, njih je beskonačno.
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Pokažimo na još jednom primjeru, formuli za rješenja kvadratne jed-
nadžbe, kako nam upotreba varijabli omogućuje jednostavan skok u razmiš-
ljanju od razmišljanja o pojedinom prema razmišljanju o općem. Riješimo
kvadratnu jednadžbu x2 + 6x + 8 = 0 bez upotrebe formule za rješenja
kvadratne jednadžbe. Ideja je da na lijevoj strani skupimo x na jedno mjesto
koristeći formulu za kvadrat zbroja:

x2+6x+8 = x2+2 ⋅3 ⋅ x+32−32+8 = (x+3)2−1

Iz srednjeg člana smo očitali drugi broj čiji kvadrat smo dodali i oduzeli
izrazu, te tako dobili traženi kvadrat zbroja. Sad možemo lako riješiti
jednadžbu:

x2+6x+8 = 0 ∣ nadopuna na kvadrat

(x+3)2−1 = 0 ∣+1

(x+3)2 = 1 ∣
√

x+3 =±
√

1

Odatle lako dobijemo da su rješenja −2 i −4.

Sad ćemo istom idejom riješiti proizvoljnu kvadratnu jednadžbu ax2 +
bx + c = 0, za a ≠ 0. Samo ćemo umjesto konkretnih koeficijenata imati
bilo koje koeficijente. Upotreba varijabli omogućit će nam da taj opći slučaj
riješimo gotovo jednako jednostavno kao i prethodni konkretni slučaj:

ax2 + bx + c = 0 ∣ ∶ a (maknut ćemo a da bismo lakše nadopunili na
kvadrat)

x2+ b
a

x+ c
a
= 0 (sad ćemo lijevu stranu nadopunili na kvadrat)

x2+2
b

2a
x+ b2

4a2 −
b2

4a2 +
c
a
= 0

(x+ b
2a

)
2
= b2−4ac

4a2 ∣
√
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x+ b
2a

=±
√

b2−4ac
2a

x = −b±
√

b2−4ac
2a

Prelaskom sa konkretnih brojeva na varijable, umjesto konkretne kva-
dratne jednadžbe riješili smo sve kvadratne jednadžbe. Dobili smo formulu
za rješenja bilo koje kvadratne jednadžbe. Tako je i s većinom formula koje
ste upoznali ili ćete ih tek upoznati u izučavanju matematike. Obično se
te formule ne dokazuju, nego je cilj da ih se razumije i nauči koristiti.
Med̄utim, one se dokazuju na isti način kao i prethodna formula za
kvadratnu jednadžbu, prelaskom s imena konkretnih objekata na varijable.
Prelazak s imena konkretnih objekata 1,2,3, . . . na varijable a,b, c . . . je
veoma važan skok u matematičkom razmišljanju kojim od razmišljanja o
konkretnim objektima prelazimo na razmišljanje o proizvoljnim objektima,
dolazeći tako do općih istina o njima.

3. Riješimo sad i problem pataka. U prirodnom jeziku je taj problem
teško riješiti. Tko ne vjeruje neka pokuša (mislimo na sistematski postupak
rješavanja a ne na pogad̄anje koje bi u slučaju velikih brojeva bilo gotovo
nemoguće). Zato ćemo problem prvo prevesti u matematički jezik. U
prijevodu, sve što ne znamo moramo nekako nazvati. Broj nepoznatih
pataka u jednom jatu nazvat ćemo x a u drugom y. Sve informacije
nastojimo prevesti kao informacije o nepoznanicama. Kad jedno jato dobije
patku iz drugog jata ono će tada imati x+1 patku a drugo jato y–1 patku.
Pošto će tada imati jednak broj pataka to je

x+1 = y−1

Ako pak drugo jato dobije jednu patku ono će tada imati y+1 patku a prvo
će imati x−1 patku. Pošto će drugo jato tada imati dvostruko više pataka to
je

2(x−1) = y+1

Tako smo u prijevodu dobili dvije jednadžbe s dvije nepoznanice:

x+1 = y−1

2(x−1) = y+1
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Sada pomoću varijabli x i y ne izražavamo neku opću zakonitost već uvjete
na par brojeva. Naime istinitost ovih tvrdnji ovisi o značenju varijabli
x i y. Analogno otvorenim opisima takve rečenice zovemo otvorenim
rečenicama ili uvjetima. Uvjet u obliku jednakosti nazivamo jednadžba
Od otvorenih rečenica možemo dobiti zatvorene rečenice tako da na
mjesto varijabli stavimo imena brojeva. Npr. iz prve otvorene rečenice
x+1 = y−1 za x = 3, y = 2 dobit ćemo lažnu rečenicu 3+1 = 2−1. Rečenicu
možemo dobiti i tako da ispred stavimo i neku kombinaciju kvantifikatora,
npr. ∀x∀y x + 1 = y− 1. Ona kaže da je uvjet ispunjen za sve brojeve
x i y. Vidjeli smo da uvjet nije ispunjen za x = 3, y = 2, pa je to lažna
rečenica. Možemo staviti i drugačije kombinacije kvantifikatora: Rečenica
∃x∃y x+1 = y−1 je istinita rečenica, jer je uvjet ispunjen npr. za x = 10,
y = 12. Rečenica ∀x∃y x+1 = y−1 je takod̄er istinita rečenica jer ma koji
x uzeli možemo pronaći pripadni y = x + 2 tako da uvjet bude ispunjen,
itd. No vratimo se našem problemu. Koje brojeve staviti umjesto x i y
pa da oba uvjeta budu ispunjena? Te brojeve zovemo rješenjima sustava
jednadžbi i oni će nam dati tražene brojeve pataka. Umjesto pogad̄anjem
otkrit ćemo ih na sistematski način. Na raspolaganju imamo dvije tvrdnje
o nepoznanicama x i y. Cilj nam je razmišljanjem otkriti koji su to brojevi.
No i ovdje ćemo razmišljanje zamijeniti računanjem. Naime, ove tvrdnje
možemo transformirati pomoću dva jednostavna pravila. Prvo pravilo smo
već upoznali i ono kaže da jedan opis broja možemo zamijeniti drugim
opisom tog broja. Tako npr. u sustavu jednadžbi umjesto 2(x−1) možemo
napisati 2x−2:

x+1 = y−1

2x−2 = y+1

Drugo pravilo je da s obje strane jednadžbe možemo uraditi istu operaciju,
npr. objema stranama prve jednadžbe možemo oduzeti 1:

x = y−2

2x−2 = y+1

Naravno, ta pravila nećemo bilo kako koristiti već s namjerom da otkrijemo
x i y. Prvi korak u tom smjeru smo već napravili. Prva jednadžba nam
sada daje opis nepoznanice x pomoću nepoznanice y. Tako, ako saznamo y
saznat ćemo i x. A y ćemo saznati iz druge jednadžbe. Istina, ona govori i o
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x. Ali prva jednadžba nam kaže kako x opisati pomoću y, pa kad uradimo
tu zamjenu u drugoj jednadžbi dobit ćemo jednadžbu koja govori samo o y:

2(y−2)−2 = y+1

Pojednostavnimo li lijevu stranu i uradimo li s jednadžbom operacije koje
nam "ogoljuju" y dobit ćemo

2(y−2)−2 = y+1

2y−4−2 = y+1

2y−6 = y+1 ∣+6− y

y = 7

Pošto je x opisan pomoću y dobit ćemo i njega

x = y−2 = 7−2 = 5

Dakle, jedno jato ima 5 a drugo 7 pataka.

I ovdje smo razmišljanje sveli na dva jednostavna pravila pomoću kojih
smo na kraju otkrili nepoznanice. Da smo imali više jednadžbi s više
nepoznanica i većim brojevima (više većih jata pataka čije su vod̄e izmijenile
više informacija) rješavanje u prirodnom jeziku bi postalo nemoguće dok
rješavanje u matematičkom jeziku ne bi postalo bitno kompliciranije.

Mehanizam varijabli nam omogućuje da izražavamo opće zako-
nitosti ili uvjete o brojevima ili o bilo čemu drugom, i da iz njih
izvodimo nove opće zakonitosti i uvjete gotovo jednako jednos-
tavno kao što utvrd̄ujemo svojstva pojedinih objekata. One nam
omogućuju jednostavan skok u razmišljanju od pojedinog prema
općem. Zahvaljujući njima razmišljanje o općem gotovo je jednako
jednostavno kao i razmišljanje o pojedinom. To je pored simbolizacije
drugi bitan element matematičkog jezika kojeg prirodni jezik nema tako
eksplicitno i direktno.
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1.2 Definiranje

U matematičkom jeziku ne samo da se možemo precizno izraziti već mo-
žemo i precizno definirati značenja riječi. Riječi sa pridruženim značenjem
zovemo pojmovima, pa još govorimo i o definiranju pojmova. Značenje
riječi je da npr. imenuje neki objekt ili izražava neko svojstvo pa još kažemo
da definiramo taj objekt odnosno to svojstvo. Razmotrimo npr. prirodne
brojeve: 0, 1, 2, 3, . . . . I nulu ćemo smatrati prirodnim brojem jer je onda
razmatranje jednostavnije (kako bismo bez nule zapisali broj 20305 ili pak
prebrojali koliko je čvoraka pročitalo ovu knjigu?). Definirajmo npr. što
znači da je prirodan broj paran.

Kažemo da je prirodan broj n paran upravo onda kada je n djeljiv s 2.
Ili malo jednostavnije:

∀n n je paran broj↔ n je djeljiv s 2

Tvrdnju ovog tipa, ako zanemarimo kvantifikator, zovemo bikondicionalom.
Definicija nam daje kriterij (desna strana bikondicionala) kako ispitati je
li neki broj paran. Npr. 6 je paran jer je djeljiv s 2, a 7 nije paran jer
nije djeljiv s 2. Definicija je sastavljena od dvije tvrdnje pomoću veznika
↔ (’samo ako’). Lijeva tvrdnja sadrži riječ kojoj definiramo značenje (”biti
paran broj”), a desna tvrdnja sadrži riječi pomoću kojih joj definiramo
značenje (”biti djeljiv”). S druge pak strane definicija nam omogućava da
sve što kažemo pomoću definirane riječi kažemo i bez nje. U svakoj tvrdnji
riječ ”paran broj” možemo zamijeniti s riječju ”djeljiv s 2”. To znači da
logički gledano definirane riječi nisu nužne ali su veoma korisne jer nam
omogućuju da jednu zamisao izrazimo jednom riječju. Definiranjem po-
jednostavnjujemo izražavanje i strukturiramo razmišljanje. Puno je
npr. jednostavnije reći "broj 3" nego "neposredni sljedbenik od neposrednog
sljedbenika od neposrednog sljedbenika broja 0", što je po jednoj definiciji
značenje znaka ”3”.

Pomoću definicije možemo utvrditi svojstva parnosti tako da ih svedemo
na svojstva djeljivosti. Npr. da bismo dokazali da je zbroj a + b parnih
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brojeva a i b paran broj, po definiciji parnosti, trebamo dokazati da je zbroj
brojeva djeljivih s 2 djeljiv s 2. A to jeste. Ako ni u to nismo sigurni, moramo
analizirati dalje: što znači da je neki broj djeljiv drugim brojem? To će nam
reći definicija djeljivosti (uobičajeno je radi veće jednostavnosti izostaviti
univerzalne kvantifikatore na početku rečenice):

m je djeljiv s n↔ ∃k m = k ⋅n

Tako je 6 djeljivo s 3 jer je 6 = 3 ⋅ 2, dok 7 nije djeljivo s 3 jer ne postoji
prirodan broj k takav da je 7 = k ⋅3.

Reduciranjem pojma djeljivosti na množenje možemo dokazati da je
zbroj brojeva djeljivih s 2 djeljiv s 2. Zaista, neka su a i b djeljivi s 2. Po
definiciji djeljivosti, to znači da postoje prirodni brojevi l i m takvi da je
a = l ⋅2 i b = m ⋅2. Ali tada je a+ b = l ⋅2+m ⋅2 = (m+ l) ⋅2. Dakle, postoji
broj k (= l +m) takav da je a+ b = k ⋅2, pa je, po definiciji djeljivosti, i a+ b
djeljivo s 2. U ovom dokazu smo koristili svojstvo distributivnosti množenja
u odnosu na zbrajanje. Većina dokaza u matematici je ovog tipa: iščitavamo
značenja (definicije) riječi u tvrdnji koju želimo dokazati i tako je svodimo
na neke druge osnovnije tvrdnje sastavljene od osnovnijih riječi koje obično
bolje poznajemo. Ali dokazivanjem ćemo se baviti poslije.

Programerski gledano definicije možemo razumjeti kao programe. Li-
jeva strana je ime programa, tj. odred̄uje što program treba uraditi,
a desna strane je tijelo programa, tj. odred̄uje kako će to program
uraditi. Med̄utim, razliku izmed̄u programskog i matematičkog jezika
možemo dobro ilustrirati na prethodnoj definiciji. Po toj definiciji ispitivanje
djeljivosti dva broja se svodi na traženje odgovarajućeg k. Programerski
gledano imamo petlju s uvjetom u kojem povećavamo k sve dok ne dobijemo
traženi k:

Require: m,n
k ∶= 0
while m ≠ k ⋅n do

k ∶= k+1
end while
odgovor:=’DA’
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Med̄utim, brojeva je beskonačno i u slučaju da brojevi nisu djeljivi ovo
pretraživanje neće nikad završiti. Drugim riječima ovaj program ne radi
dobro jer ako su brojevi djeljivi on će nam to reći, a ako nisu djeljivi on
neće nikad završiti pretraživanje i, za razliku od matematike, nije nam u
mogućnosti reći da neće nikad završiti. Upravo ovo prisustvo beskonačnosti
razlikuje programski jezik od matematičkog jezika. Naravno u slučajevima
kad možemo ograničiti pretraživanje ovi se jezici podudaraju, odnosno
matematičku tvrdnju možemo prevesti u program. U slučaju djeljivosti ne
moramo pretraživati sve brojeve već samo brojeve manje ili jednake m, ili
još efikasnije, dok k ⋅n ne postane veće od m. Radi jednostavnosti uzet ćemo
prvu ogradu:

m je djeljiv s n↔ ∃k k ≤ m i m = k ⋅n

Mada bismo i ovu tvrdnju mogli uzeti za definiciju djeljivosti to se ne radi jer
je cilj imati konceptualno najjednostavniju definiciju koja direktno izražava
željeni smisao novog pojma. S druge pak strane prethodni kriterij direktno
daje program za ispitivanje djeljivosti:

Require: m,n
k ∶= 0
while k ≤ m and m ≠ k ⋅n do

k ∶= k+1
end while
if m = k ⋅n then

odgovor:=’DA’
else

odgovor:=’NE’
end if

Prethodnom definicijom smo djeljivost brojeva opisali pomoću množenja
brojeva. Ali što je množenje brojeva? Treba li i to definirati? Prije nego
na to odgovorimo pokušajmo prvo sagledati proces definiranja u cjelini. Iz
same koncepcije definiranja jasno je da definiranje ipak jednom mora stati.
U svakoj zamisli moramo imati neke osnovne pojmove koji su dio te zamisli
i njih ne definiramo. Pomoću njih definiramo sve druge pojmove koje želimo
uključiti u tu zamisao. Time se razotkriva logička struktura pojmova.
Definiranje omogućuje da, ako precizno znamo značenja osnovnih
riječi tad ćemo precizno znati i značenja svih definiranih riječi.
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Drugim riječima, svu nepreciznost riječi definiranjem reduciramo
na nepreciznost nekoliko osnovnih riječi. Definiranje tako daje
dodatnu preciznost našim zamislima.

Što su osnovni pojmovi ovisi o osnovnoj zamisli o objektima koje prouča-
vamo. Naravno, bolje je imati što jednostavniju zamisao jer je tada jasnija
njena ispravnost. Osnovna zamisao o prirodnim brojevima obuhvaća samo
dva pojma, pojam prvog broja, nule, i pojam neposrednog sljedbenika danog
broja. Pomoću ovih pojmova se može definirati i što je 1 (sljedbenik od nule),
kao i što je zbrajanje i množenje brojeva. Ponekad se radi jednostavnosti i
zbrajanje i množenje uvode kao osnovni pojmovi, a ponekad se koristi neka
osnovnija zamisao da se definira i što je nula i što je sljedbenik. Tako nema
definitivnog odgovora što su osnovni pojmovi. Osnovnih pojmova mora biti
jer ne možemo sve definirati, no postoji odred̄ena sloboda što ćemo uzeti za
osnovne pojmove, tj sloboda od koje osnovne zamisli polazimo u razmišlja-
nju. Situacija je analogna programskom jeziku. Svaki programski jezik ima
osnovni fond podataka i naredbi koje može izvršavati nad podacima. Ako
nema neku naredbu tad je moramo definirati odgovarajućim programom.
Naravno, svi standardni programi imaju naredbu množenja brojeva pa nju
ne treba definirati. Ali kad bi program imao samo naredbu zbrajanja tada
bismo množenje morali definirati, npr. sljedećim programom koji odgovara
ideji da je množenje prirodnih brojeva skraćeno zbrajanje (m⋅n znači zbrojiti
m n-ova):

function m,n↦m ⋅n {množenje prirodnih brojeva m i n}
Require: m,n

S ∶= 0
for k = 1 to m do

S ∶= S+n
end for
m ⋅n ∶= S

Ilustrirat ćemo još neke tipove definicija. Pri tome se nećemo previše
baviti pitanjem forme definicije već ćemo se držati našeg prirodnog osjećaja
da je definicija tvrdnja kojom se odred̄uje značenje definirane
riječi. U prethodnim definicijama definirali smo riječi koji izražavaju
svojstva brojeva (biti paran broj) ili odnose med̄u brojevima (biti djeljiv).
Definicija svojstva ili odnosa mora dati kriterij izražen pomoću
drugih pojmova koji nam kažekad objekt ima navedeno svojstvo,
odnosno kad su objekti u navedenom odnosu, a kad nisu. Te
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definicije obično imaju formu bikondicionala, kakvu smo već upoznali. No
definirati možemo i riječi koje imenuju objekte ili pak izražavaju operacije
med̄u objektima.

Značenje imena definiramo opisom objekta kojeg želimo imenovati. Taj
opis može biti eksplicitan izraz. Npr. broj 2 možemo definirati pomoću broja
1 i operacije zbrajanja:

2 = 1+1

No, može to biti i bilo kakav drugi opis. Jedino je važno da definicija
značenja imena mora identificirati točno jedan objekt kojeg ime-
nujemo. Npr.

√
2 definiramo kao pozitivan realan broj kojem je kvadrat

jednak 2. Teorija brojeva osigurava da postoji točno jedan takav broj, i mi
upravo njega nazivamo

√
2. Nasuprot tome

√
−2 ne možemo definirati kao

realan broj kojem je kvadrat jednak −2 jer takav realan broj ne postoji. Isto
tako ni

√
2 ne možemo definirati kao realan broj kojem je kvadrat jednak 2,

jer postoje dva takva broja. Zato smo u definiciji još zahtjevali da to mora
biti pozitivan broj.

Značenje neke operacije definiramo tako da za svaki niz obje-
kata na koji djeluje jednoznačno odredimo rezultat djelovanja. Naj-
jednostavniji i najčešći slučaj je korištenje otvorenih opisa. Npr. kvadriranje
možemo definirati kao umnožak broja sa samim sobom:

x2 = x ⋅ x

dok množenje trojki brojeva (x1, x2, x3) i (y1, y2, y3) ovako definiramo

(x1, x2, x3) ⋅(y1, y2, y3) = x1 ⋅ y1+ x2 ⋅ y2+ x3 ⋅ y3

.

Tako je npr. 32 = 3 ⋅3 = 9, a (1,2,4) ⋅(3,1,2) = 1 ⋅3+2 ⋅1+4 ⋅2 = 13.

Zašto npr. množenje trojki ovako definiramo a ne drugačije? Obično se u
razmatranjima pokažu značajnim neki odnosi ili operacije i tad je prirodno
da definiramo riječi (simbole) koje će izražavati baš te odnose ili operacije a
ne neke druge.
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Definirajmo sad n-tu potenciju broja x. To lako možemo opisati riječima
(broj x množimo sa samim sobom n − 1 puta) ili pak možemo napisati
program koji to računa (koji je sličan prethodno opisanom programu za
zbrajanje). Med̄utim, u matematičkom jeziku to nije baš tako jednostavno
opisati. To bi trebao biti izraz sljedećeg tipa

xn = x ⋅ x ⋅ . . . ⋅ x, gdje imamo n−1 množenja.

Ali, kako precizirati ”tri točkice” u ovom izrazu? To je lako uraditi za
konkretan n ali ne i za bilo koji n. Za bilo koji n to možemo uraditi tako
da npr. računanje treće potencije svedemo na računanje druge, (x3 = x2 ⋅ x),
računanje druge na računanje prve (x2 = x1 ⋅ x), a prvu je lako izračunati
(x1 = x). Tako definiciju potenciranja daje sljedeći opis

x1 = x

xn+1 = xn ⋅ x

Mada se on na prvi pogled može učiniti neobičnim, uvjerimo se na konkret-
nom primjeru računanja 53 da on zaista daje jednoznačan rezultat:

53 = ( u drugi uvjet stavimo n = 2) = 52 ⋅5 = ( u drugi uvjet stavimo n = 1)

= 51 ⋅5 ⋅5 = (iskoritimo prvi uvjet = 5 ⋅5 ⋅5 = 125

Ovakav opis gdje je vrijednost funkcije na većem prirodnom broju opisana
pomoću vrijednosti funkcije na manjem prirodnom broju zovemo rekurziv-
nim opisom. Pomoću njega računanje reduciramo u nizu koraka na bazni
slučaj (obično n = 1) za kojeg je eksplicitno navedena pripadna vrijednost.
Može se dokazati ono što je i intuitivno jasno, da je takvim opisom opisana
točno jedna funkcija (u našem slučaju potenciranje) pa još govorimo o
rekurzivnoj definiciji funkcije. Rekurzivne definicije su u matematici
veoma česte i imat ćemo ih prilike još sresti. Isto tako i u računarstvu.
Npr. često se koristi funkcija faktorijel. Pozitivnom prirodnom broju n
pridružujemo umnožak svih prirodnih brojeva do uključno broja n i taj broj
nazivamo faktorijel od n i označavamo n!. Tako je npr. 5!= 1*2*3*4*5.
Umjesto da pišemo program koji će računati faktorijel tako da će u nekoj
petlji skupljati odgovarajuće umnoške, ovu funkciju možemo jednostavno
rekurzivno opisati
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1! = 1

(n+1)! = n!∗(n+1)
a taj rekurzivni opis možemo jednostavno pretvoriti u rekurzivni program
za računanje faktorijela:

function n↦ n!
Require: n > 0

if n = 1 then
n! ∶= 1

else
n! ∶= (n−1)! ⋅n

end if

Funkcijski potprogram će stalno pozivati sebe na manjem ulazu sve dok ne
naleti na bazni slučaj n = 1. Tad će se svi pozivi izvršiti obrnutim redom od
nastajanja i dobit će se tražena vrijednost.

Spomenimo još i definiciju po slučaju. Takva je npr. definicija
apsolutne vrijednosti broja. Apsolutnu vrijednost ∣x∣ broja x opisujemo
na razne načine, ovisno o tome je li broj nenegativan (tad je on sam sebi
apsolutna vrijednost) ili je negativan (tad mu je apsolutna vrijednost njemu
suprotan broj). To izričemo definicijom sljedećeg oblika:

∣x∣ = { x za x ≥ 0
−x za x < 0

Tako je npr.∣3∣ = 3, jer je to pozitivan broj, dok je ∣1−
√

2∣ =−(1−
√

2) =
√

2−1
jer je 1−

√
2 negativan broj.

Naravno, programski se takav opis realizira naredbom grananja:
Require: x

if x ≥ 0 then
∣x∣ ∶= x

else
∣x∣ ∶=−x

end if

Ako pogledate unatrag na matematiku koju ste učili u srednjoj školi
ili poslije, jako je puno pojmova i većina je tek intuitivno objašnjena ali
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ne i precizno definirana. Pogotovo je to slučaj kad su definicije složenije,
pa mogu opteretiti osnovno razumijevanje pojmova. Npr. najvažniji
pojmovi matematike promjena, pojam derivacije funkcije i pojam odred̄enog
integrala funkcije, definiraju se pomoću pojma limesa (možete li se sjetiti
kako?). Ali što je limes funkcije f u točki a? Taj pojam se obično intuitivno
usvoji: kažemo da je to broj kojem su sve bliže vrijednosti funkcije kad za
argumente funkcije stavljamo brojeve sve bliže broju a, ali ne i sam broj a.
Ako taj broj postoji može se pokazati da je jedinstven i bilježimo ga lim

x→a
f (x).

Na osnovi ovog intuitivnog opisa u većini praktičnih situacija uspijevamo
odrediti limes funkcije. Med̄utim, postoje situacije kad ta intuicija može
zakazati. Tad nam je potrebna precizna definicija. Ona je takod̄er i čvrsta
osnova za dokazivanje svojstava limesa a što je opet osnova za dokazivanje
pravila deriviranja i integriranja, koji su nam itekako važni i ne bismo
htjeli da ih koristimo a da nismo sigurni da su ispravna. Sljedeća definicija
precizira pojam limesa tako da preciznije kaže što znači da smo nečem sve
bliže:

Neka je funkcija f definirana u nekoj okolini broja a (otvorenom
intervalu kojem je središte u a), dok u samom a može ali i ne mora biti
definirana. Kažemo da je broj L limes funkcije f u točki a ako za svaku
okolinu O(L) od L (ma koliko mala bila) postoji (dovoljno mala) okolina
O(a) od a takva da ma koji x ≠ a iz O(a) uzeli pripadna vrijednost f (x) će
biti u O(L).

Ako radijus okolina (udaljenost od središta do ruba) O(L) i O(a) mjerimo
redom pozitivnim brojevima ε i δ tad ovu definiciju možemo sažetije izreći
na sljedeći način:

Kažemo da je broj L limes funkcije f u točki a ako za svaki ε > 0 postoji
δ > 0 takav da za svaki x iz domene funkcije vrijedi da ako je 0 < ∣x−a∣ < δ
onda je ∣ f (x)−L∣ < ε.
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I sve druge situacije (limes slijeva, limes zdesna, beskonačni limes, limes
u beskonačnosti) bismo isto tako mogli precizno izreći.

Pouka prethodnog primjera je da matematiku valja usvajati na nivou
preciznosti koji je optimalan za ono za što će se koristiti. Taj nivo preciznosti
nije općenito isti za inžinjera i za matematičara. Prevelika preciznost
može opteretiti osnovnu intuiciju i obično se potreba za njom javlja u
nekom daljnjem stadiju izučavanja matematike. Konačno, matematika se
i povijesno tako razvijala. Npr. pojam derivacije, integrala i limesa se
koristio više od stoljeća prije nego što su ti pojmovi precizno definirani. U
jednom momentu se dotadašnja preciznost pokazala nedovoljnom i daljnji
je napredak zahtijevao precizne definicije. No bez obzira na kojem nivou
preciznosti usvajali matematiku, principijelno je važno razumjeti
da u konačnici svi korišteni pojmovi, ako nisu osnovni, imaju svoju
definiciju, koju se po potrebi može potražiti. U zadacima za vježbu
je dan jedan mali uzorak raznih definicija iz standardne srednjoškolske i
visokoškolske matematike.

1.3 Dokazivanje

Mada je važno da se precizno izražavamo, još je važnije znati da li je ono
što (precizno) tvrdimo istina ili laž. Za neke tvrdnje npr. o brojevima lako
nam je utvrditi jesu li istinite ili lažne, a za neke ne. Uzmimo za primjer
sljedeće tvrdnje:

1. Postoje pozitivni prirodni brojevi x, y i z takvi da je x+ y = z

2. Postoje pozitivni prirodni brojevi x, y i z takvi da je x2+ y2 = z2

3. Postoje pozitivni prirodni brojevi x, y i z takvi da je x3+ y3 = z3

Da bismo pokazali istinitost ovih tvrdnji trebamo pronaći brojeve x, y i z
koji zadovoljavaju traženi uvjet. Za prvu tvrdnju je to jednostavno: uzmemo
bilo koja dva broja za x i y, npr x = 1 i y = 2 a za z njihov zbroj, z = 3.
Brojeve koji ispunjavaju drugi uvjet nešto je teže naći. Takve trojke brojeva
nazivamo Pitagorine trojke. Ispitujući razne vrijednosti za x, y i z, ipak
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ćemo ih brzo pronaći. To su npr. 3, 4 i 5 ili pak 5, 12 i 13: 32+42 = 52 i 52+
122 = 132. Uistinu, Pitagorinih trojki ima beskonačno, ali vrlo brzo moramo
pretraživati velike brojeve u potrazi za njima. Pokušamo li naći trojke za
koje vrijedi x3 + y3 = z3, ma koliko bili uporni, nećemo ih uspjeti naći. U
takvim situacijama možemo posumnjati da uopće nema takvih brojeva. Ali
kako to dokazati, jer je brojeva beskonačno!? I kome uopće padaju na pamet
takva pitanja? I kakve li koristi od njih?

Pierre de Fermat (1601 – 1665) je po zanimanju bio advokat i matema-
tikom se bavio amaterski. Svoje rezultate, najčešće bez dokaza, je iznosio
dopisujući se s prijateljima. Iz tih se pisama može razaznati da je otkrio
analitičku geometriju prije Descartesa i diferencijalni račun prije Newtona.
Iz dopisivanja s matematičarem i filozofom Blaise Pascalom nastala je te-
orija vjerojatnosti a u fizici je i dan danas značajan njegov princip najkraćeg
vremena po kojem se zraka svjetlosti kreće izmed̄u dvije točke tako da joj je
za to potrebno najkraće (uistinu tzv. stacionarno) vrijeme. No omiljena
mu je zabava bila čitati knjigu Arithmetica starogrčkog matematičara
Diophanta. Inspiriran tekstom postavljao je i dokazivao razne tvrdnje na
marginama te knjige. Tamo je zapisao da ne samo da ne postoje brojevi takvi
da je x3+ y3 = z3 već da općenito nema rješenja za sve jednadžbe xn+ yn = zn,
gdje je n veći od 2. Još je zapisao i da ima krasan dokaz ali da ne stane
na marginu. To je tzv. zadnji Fermatov teorem (značajne tvrdnje obično
nazivamo teoremi), ne zato što je nakon toga umro, nego zato što je to zadnja
od tvrdnji koje je izrekao, a za koju se nije znalo je li istinita ili ne. Trebala
su proći stoljeća i bezuspješni pokušaji najvećih matematičara da bi tek
nedavno, 1995., Andrew John Wiles dokazao teorem. Njegov dokaz je preko
100 stranica dug i sadrži najsuvremenija matematička znanja. Nije upitno
da je Fermat imao dokaz, samo ostaje pitanje je li njegov dokaz bio ispravan.
Eto, tako smo riješili odakle to pitanje. Što se tiče korisnosti zadnjeg
Fermatova teorema, on sam za sebe nema neki značaj. Med̄utim, u traženju
dokaza tog teorema razvijena je veoma moćna matematika koja je izmed̄u
ostalog i osnova za moderne metode šifriranja i zaštite podataka. A koliko je
to praktično najbolje ćemo razumjeti ako promislimo koliko je u današnjem
svijetu internet komunikacije važna zaštita podataka. Zadnji Fermatov
teorem primjer je česte situacije da se matematičari uhvate u koštac s
problemom koji je možda čak rekreacione prirode, ali poteškoće u rješavanju
budu pokretač za razvijanje zanimljive i upotrebljive matematike. Takva je
i Goldbachova hipoteza (Christian Goldbach, 1690 — 1764), da se svaki
paran broj veći od 2 može prikazati kao suma dva (moguće i ista) prosta
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broja, npr. 12 = 5+7 (pokušajte sami naći rastav za manje parne brojeve). Ni
dan danas ne znamo je li istinita. Hipotezu je u principu lako oboriti, samo
treba naći paran broj koji nije zbroj dva prosta broja. Ali teško ju je dokazati
jer trebamo dokazati da se svi (dakle beskonačno njih) parni brojevi veći od
2 mogu tako prikazati. Pomoću najmodernijih računala danas se pokazalo
da Goldbachova hipoteza vrijedi za sve parne brojeve do 1018 (Oliveira e
Silva 2010. pomoću disribuiranog računala), ali dokaza da vrijedi za sve ili
kontraprimjera da ne vrijedi još nema.

Ali što je dokaz? Promotrimo tvrdnju koja kaže da je za svaki prirodan
broj n broj n2 + n + 41 prost broj. Ovu tvrdnju lako možemo oboriti
nalaženjem kontraprimjera, a to je broj 40. Zaista, za n = 40 je n2+n+41 =
402+40+41 = 40 ⋅(40+1)+41 = 40 ⋅41+41 = 41 ⋅(40+1) = 41 ⋅41, dakle složen
broj. Ovo je primjer dokaza kontraprimjerom: tvrdnja govori nešto o
svim brojevima a mi dokažemo da nije istinita tako da nad̄emo broj za
kojeg to ne vrijedi. Ovdje je dokaz jednostavna evidencija na konkretnom
primjeru da nešto nije ispunjeno. Med̄utim, na malim primjerima se
možemo uvjeriti da je za svaka dva pozitivna realna broja a i b njihova
aritmetička sredina veća ili jednaka geometrijskoj sredini

a+b
2

≥
√

ab

Ali kako možemo biti sigurni da je to uvijek istina? Provjeravanjem pojedi-
nih slučajeva ne možemo utvrditi njenu istinitost jer je takvih slučajeva
beskonačno. Dokaz sada mora biti drugačiji. Pokušat ćemo, koristeći
tvrdnje u čiju smo istinitost sigurni, ispravnim razmišljanjem zaključiti i
da je ova tvrdnja istinita.

Ako je
a+b

2
≥
√

ab istinita tad je i tvrdnja koju dobijemo kvadriranjem

obje strane
(a+b)2

4
≥ ab takod̄er istinita. I obratno, korjenovanjem druge

tvrdnje možemo dobiti prvu tvrdnju. Za takve tvrdnje za koje možemo
pokazati u okviru neke teorije T da je jedna istinita upravo onda kad je
druga istinita kažemo da su ekvivalentne u okviru te teorije i pišemo

a+b
2

≥
√

ab
T≡ (a+b)2

4
≥ ab
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Kad se zna o kojoj se teoriji radi (kod nas je to teorija realnih brojeva) tad se
indeks T izostavlja. Pomoću ekvivalencija pitanje istinitosti jedne tvrdnje
svodimo na pitanje istinitosti druge tvrdnje. Raspišemo li drugu tvdnju
(izmnožimo zagradu, pomnožimo s 4, sve prebacimo na jednu stranu i zatim
sve stavimo pod kvadrat) dobit ćemo niz ekvivalencija:

a+b
2

≥
√

ab ≡ (a+b)2

4
≥ ab ≡ a2+2ab+b2 ≥ 4ab

≡ a2−2ab+b2 ≥ 0 ≡ (a−b)2 ≥ 0

Ali kvadrat svakog broja je nenegativan pa je zadnja tvrdnja istinita. Pošto
je prva tvrdnja ekvivalentna zadnjoj to je i ona istinita. Tako smo dokazali
da je zaista aritmetička sredina uvijek veća ili jednaka geometrijskoj.

Istaknimo osnovno. Dokaz neke tvrdnje je postupak kojim, pola-
zeći od nekih drugih tvrdnji čiju istinitost pretpostavljamo, isprav-
nim razmišljanjem zaključujemo i da je ona istinita. Tvrdnje čiju
istinitost pretpostavljamo u dokazivanju zovemo pretpostavke dokaza a
tvrdnju čiju istinitost dokazujemo zaključak dokaza. Ako smo sigurni
da su pretpostavke istinite i da je razmišljanje u dokazivanju
ispravno tad smo sigurni i da je zaključak ispravan. Što je ispravno
razmišljanje i kako utvrditi da je neko razmišljanje ispravno su pitanja ko-
jim ćemo se poslije detaljno baviti. Zasad ćemo se držati osjećaja za ispravno
razmišljanje koje je ljudskoj vrsti usprkos brojnim kontraprimjerima ipak
prirod̄eno.

Dokazivanje možemo, naravno, svugdje koristiti. Njegova prava snaga
se vidi u situacijama kada imamo tvrdnje u čiju istinitost nismo sigurni.
Takve tvrdnje možemo pokušati eksperimentalno utvrditi. No to je ponekad
skupo ili komplicirano, a ponekad nemoguće (ako npr. tvrdnja govori nešto
o beskonačno objekata). Uzmimo za primjer Pitagorin teorem koji kaže da
je kvadrat hipotenuze pravokutnog trokuta jednak zbroju kvadrata kateta:
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a2+b2 = c2

Ova tvrdnja nije očigledna i eksperimentalno je možemo utvrditi samo u
konačno slučajeva i to do na preciznost mjerenja. Med̄utim, možemo je
jednostavno dokazati tako da četiri sukladna pravokutna trokuta na razne
načine smjestimo u isti pravokutnik, kako je na slici pokazano:

Pošto su u oba rasporeda neispunjeni dijelovi jednaki to je a2+b2 = c2. Mada
se čini da smo ovim načinom dokazali Pitagorin teorem gotovo ni iz čega
ipak nije tako. Potpun dokaz bi zahtjevao da pokažemo da su praznine
zaista kvadrati. Nadalje u dokazu je prešutno korišteno da premještanje
figura ne utječe na njihov oblik i dimenzije, što je jedna od temeljnih
pretpostavki klasične geometrije.

Evo još jedne situacije u kojoj je istinitost tvrdnje teško eksperimentalno
ustanoviti, ali je relativno lako dokazati. Postoje li u Zagrebu dva čovjeka
s istim brojem dlaka u kosi? Bilo bi jako mukotrpno brojati dlake
u kosi ljudima. Istina, bilo bi dovoljno naći dva ćelava čovjeka, ali
zanemarimo sad tu eksperimentalnu mogućnost. Med̄utim, nije teško
procijeniti maksimalan broj dlaka u čovjekovoj kosi. Možete se nevelikim
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eksperimentiranjem uvjeriti da na površini od 1 cm2 koja je prekrivena
kosom zasigurno nema više od 500 dlaka (obično se taj broj kreće oko
350) a ukupna površina glave prekrivena kosom sigurno nije veća od 500
cm2 (obično je oko 300 cm2). Dakle, svaki čovjek ima sigurno manje od
500 ⋅500 = 250000 dlaka u kosi. U Zagrebu je oko 800000 stanovnika, dakle
sigurno više od 250000 stanovnika. Kada bi svi stanovnici imali različit
broj dlaka u kosi, tada bi tih brojeva bilo koliko i stanovnika - oko 800
000. No tada bi barem jedan od tih brojeva bio veći od 250 000. Dakle,
postojao bi čovjek sa više od 250000 dlaka na glavi. A to je nemoguće,
jer smo rekli da svaki čovjek ima manje od 250000 dlaka u kosi. Dakle,
postoje dva čovjeka koji imaju isti broj dlaka u kosi. Ovakav tip dokaza, kad
tvrdnju dokazujemo tako da iz pretpostavke da tvrdnja ne vrijedi dobijemo
kontradikciju, zovemo dokaz kontradikcijom.

Dokazivanje je i u računarstvu veoma važno. Npr. kad se napiše
program, najvažnije njegovo svojstvo je tzv. korektnost programa, tj.
da radi ono za što je namijenjen, da zadovoljava postavljenu specifikaciju
što treba raditi. Ako smo napisali npr. program koji treba za dati neprazni
konačan skup prirodnih brojeva naći njihov najveći zajednički djelitelj, kako
možemo biti sigurni da on baš to radi? Kod manjih programa relativno se
lako uvjeriti u njihovu korektnost, ali u slučaju većih nije tako. Obično
se program testira na raznim ulazima da se vidi radi li ispravno. Med̄utim,
tako se možemo samo uvjeriti da bi program trebao biti ispravan. Testiranje
nam, čak i kad je sistematski rad̄eno, ne može dati garanciju da je program
korektan jer je raznih ulaza u program obično beskonačno. Korektnost je
pogotovo važna za programe o čijem radu ovise životi ljudi. Zato je razvijena
teorija dokazivanja korektnosti koja nam omogućuje da, rastavivši program
na sitnije dijelove i dokazujući po odred̄enim pravilima (tzv. Hoareove trojke
- Hoare’s Triples) korektnost sitnijih dijelova, dokažemo i korektnost cijelog
programa. Tako je konačan proizvod ne samo program već program sa
dokazom korektnosti. Zbog složenosti ove teme, u knjizi ćemo samo navesti
osnovna pravila i na jednom primjeru ilustrirati dokazivanje korektnosti
programa (podcjelina 3.7.2. Danas su razvijeni i dokazi korektnosti
hardwarea koji garantiraju da je hardware ispravno dizajniran, da se ne
desi bug kakav se npr. desio s Intel P5 Pentium procesorom koji je srećom
na vrijeme otkriven, prije nego je mogao prouzročiti veću štetu. Naravno,
postoje i mnoge značajne tvrdnje u teoriji računarstva za koje želimo dokaz
da su istinite ili ne. Tako su npr. veoma značajni dokazi nepostojanja
programa koji bi riješili odred̄en tip problema. Npr. uzalud je tražiti
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program koji bi za svaki kod utvrdio sadrži li virus ili ne jer je dokazano da
takav program ne postoji. Postoje samo programi koji djelomično rješavaju
taj problem i koji se neprestano popravljaju. Poslije ćemo (strana 398)
upoznati jedan takav tip problema za koji ne postoji programsko rješenje,
tzv problem zaustavljanja: za dani program i ulaz u program odrediti da li
će program stati na tom ulazu ili ne. Iznimno su važna i pitanja postoji li za
dani problem program koji ga rješava dovoljno brzo. Za neke jako važne
probleme još ne postoji odgovor. Danas se smatra osnovnim problemom
računarstva tzv. P = NP hipoteza za koju ni dan danas ne znamo je li
istinita, a čija bi istinitost iz temelja izmijenila suvremeni svijet (vjeruje
se da nije istinita). O toj hipotezi i općenito o pojmu složenosti (brzini)
algoritma govorit ćemo i u ovoj knjizi (podcjelina 5.2).

Dokazivanje je proces kojim, pretpostavivši istinitost jednih tvrdnji,
pravilnim razmišljanjem utvrd̄ujemo istinitost drugih tvrdnji. Drugim
riječima, pitanje istinitosti jednih tvrdnji reduciramo na istinitost drugih
tvrdnji. Med̄utim, kao i kod definiranja, ova redukcija mora jednom stati.
U svakoj zamisli moramo imati neke osnovne tvrdnje koje su dio te zamisli
i njih ne dokazujemo nego pretpostavljamo. Te osnovne tvrdnje zovemo
aksiomi dane zamisli ili teorije. Tako npr. u matematici imamo aksiome
o prirodnim brojevima a u fizici Newtonove aksiome. No postoji jedna
bitna razlika izmed̄u matematike i fizike. U matematici možemo bilo što
zamisliti i tu zamisao opisati (izraziti, precizirati) odred̄enim aksiomima.
Uspješnost matematičke zamisli odred̄ena je jedino njenom efikasnošću i
upotrebljivošću. U fizici želimo opisati prirodu ili odred̄eni dio prirode.
Zato zamisli nisu slobodne već moraju odgovarati eksperimentu i njihova
uspješnost je prije svega odred̄ena time da li se predvid̄anja koja slijede iz
te zamisli podudaraju s realnošću. Krenuvši od aksioma dokazujemo razne
tvrdnje i tako proširujemo naše znanje o zamisli ili o svijetu kojeg zamisao
pokušava opisati. Dokazivanjem iz aksioma razotkriva se logička
struktura i postiže veća preciznost, sigurnost i efikasnost znanja.
Štoviše, vidjet ćemo da se dokazivanje može svesti na niz mehaničkih
pravila koja nam omogućuju da dokazujemo gotovo jednako automatizirano
kao što npr. rješavamo jednostavnije jednadžbe, tako da dio tog posla
možemo prepustiti i računalu. Med̄utim, moramo odmah reći da aksimatski
metod ima i svoja ograničenja. Mada postoji algoritam koji može ispitati je li
jedan niz rasud̄ivanja ispravan (pojam dokaza je algoritamski provjerljiv),
logičar Alonso Church (1903 - 1995) je dokazao tzv. Churchov teorem
(1936.) koji kaže da ne postoji algoritam koji bi za danu rečenicu utvrdio
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je li ona dokaziva iz nekog skupa pretpostavki ili ne (pojam dokazivosti
nije algoritamski provjerljiv). To znači da upotreba mehaničkih pravila
dokazivanja nije rutinska stvar, već zahtjeva domišljatost i imaginaciju da
bismo nešto eventualno dokazali ili oborili. No pravi šok matematičkoj
zajednici, ali i šire, priuštio je logičar Kurt Gödel (1906 – 1978) 1931. godine.
Dokazao je tzv. Gödelov teorem nepotpunosti koji kaže da, ma koje
aksiome izabrali za opis imalo složenije zamisli (npr. zamisli koja u sebi
uključuje i prirodne brojeve), uvijek će se pojaviti tvrdnje koje se iz tih
aksioma ne možemo ni dokazati ni oboriti. Na neki način taj teorem kaže
da su sve složenije zamisli nepotpune. Npr. zamisao o prirodnim brojevima
je izražena Peanovim aksiomima koje ćemo poslije upoznati. No, postoje
tvrdnje koje se iz ovih aksioma ne mogu ni dokazati ni oboriti (dokazati
njihovu negaciju). Možda je i Goldbachova hipoteza jedna od tih tvrdnji i
mi se uzalud trudimo da je dokažemo, odnosno oborimo. Možda naprosto
moramo upotpuniti osnovnu zamisao tako da i Goldbachovu hipotezu ili
njenu negaciju stavimo med̄u aksiome, ili radije neku intuitivniju tvrdnju
na osnovu koje ćemo moći dokazati ili oboriti tu hipotezu. Ali time problem
neće biti definitivno riješen. I za nove aksiome postoje tvrdnje koje se iz
njih ne mogu ni dokazati ni oboriti, i tako unedogled. Gödel je dokazao
i više od toga. Ne samo da su imalo složenije zamisli nepotpune nego
još i gore od toga: nikad ne možemo biti sigurni jesu li konzistentne.
Konzistentnost teorije znači da ne možemo iz nje izvesti i neku tvrdnju
i njenu negaciju. Nekonzistentna teorija je neupotrebljiva jer ne može
razlikovati istinu od laži. Zamislite teoriju u kojoj možete dokazati i da
Goldbachova hipoteza jeste istinita i da nije istinita. Možda to i nije
katastrofalno za političke i diplomatske teorije, ali za prirodoznanstvene
teorije jeste. Gödelov teorem nedokazivosti konzistentnosti kaže da
konzistentnost neke teorije možemo dokazati samo koristeći još složeniju
teoriju (čija konzistentnost je tako još upitnija). To znači da matematika nije
baš tako sigurna znanost kakvom je neki prikazuju. Poznati matematičar
Herman Weyl (1885-1955) je to ovako prokomentirao: Bog postoji jer je
matematika konzistentna. Vrag postoji jer mi to ne možemo dokazati. Po
meni, to i nisu tako loše vijesti. Kada bi se sve moglo izvesti iz aksioma
mogli bi se napraviti računalni programi koji bi dokazivali matematičke
tvrdnje i matematika bi izgubila bitan dio svoje životnosti. To što ne
možemo dokazati konzistentnost matematike, čini je uzbudljivom dramom s
neizvjesnim ishodom. Tu nedovršenost i neizvjesnost matematike i ljudskog
znanja ne treba smatrati znakom njihove slabosti nego znakom njihove
životnosti.
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Kad razvijemo poseban logički jezik predikata sve ovdje navedene zna-
čajne pojmove (ispravno razmišljanje, dokaz, teorija, nepotpunost teorije,
konzistentnost teorije) moći ćemo precizno opisati i sve ovdje izrečene
značajne tvrdnje (Churchov teorem, Gödelovi teoremi) precizno izreći (mada
ne i dokazati).

A sad malo ”fancy” matematičkog rječnika. Obično se tvrdnje koje
dokažemo nazivaju propozicije a one koje su posebno važne teoremi.
Tvrdnje koje neposredno slijede iz teorema zovemo korolari teorema, a
tvrdnje koje same za sebe nisu posebno važne ali su veoma korisne u
dokazivanju teorema zovemo leme.

U ovom odjeljku ćemo se još pozabaviti nekim standardnim načinima
dokazivanja. Najčešće su teoremi takvi da se tvrdi da nešto vrijedi (B) uz
neki uvjet (A): Ako je A tad je B, što simboliziramo A→B. Direktan dokaz
ove tvrdnje je da pretpostavimo da je ispunjen uvjet A i dokažemo da tada
vrijedi i B. Dokažimo na taj način sljedeću tvrdnju o prirodnim brojevima:

Ako su m i n neparni brojevi tad je i njihov umnožak m ⋅n neparan broj

Dokaz. Neka su m i n neparni brojevi. Po definiciji neparnosti to znači da
su oblika m = 2k+1 i n = 2l +1, gdje su k i l neki prirodni brojevi. Trebamo
dokazati i da je umnožak tog oblika. A to ćemo pokazati računanjem:

m ⋅n = (2k+1) ⋅(2l+1) = 4kl+2k+2l+1 = 2(2kl+k+ l)+1.

Dakle, i m ⋅n je neparan broj.

Drugi način dokazivanja tvrdnje oblika A → B je dokaz kontrapozi-
cijom: pretpostavivši da nije B trebamo dokazati da nije A. Ako netko
ima dvojbi o ispravnosti ovakvog dokaza, nek se strpi jer ćemo ga poslije
u to uvjeriti (npr. na strani 62). Dokažimo na taj način sljedeću tvrdnju o
prirodnim brojevima:

Ako je n2 paran broj tad je i n paran broj

Dokaz. Direktan dokaz ovdje ne bi uspio (pokušajte). Dokažimo kontra-
pozicijom. Neka n nije paran broj. Tad je neparan broj, dakle oblika
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n = 2k+1. To znači da je n2 = (2k+1)2 = 4k2+4k+1 = 2(2k2+2k)+1, dakle isto
neparan broj. Time je tvrdnja dokazana. Na latinskom se to kaže "quod erat
demonstrandum" (textitovim je dokazano), pa se tako kraj dokaza ponekad
označava QED, po početnim slovima prethodnih latinskih riječi.

Dokaz kontradikcijom smo već upoznali. U slučaju tvrdnje A → B
pretpostavimo A i dokazujemo B tako da pretpostavimo da nije B, i iz toga
dobijemo kontradikciju. To znači da je nemoguće da nije B, pa tako mora
biti B. Ovaj način dokazivanja je jako moćan jer na raspolaganju imamo
dvije pretpostavke, A i nije B, ali se treba dovijati kako dobiti kontradikciju.
Dokazat ćemo na taj način sljedeću tvrdnju o prirodnim brojevima:

Ako je a2+b2 = c2 tad je barem jedan od brojeva a i b paran broj

Dokaz. Pretpostavimo da je a2 + b2 = c2 i da su i a i b neparni, tj. oblika
a = 2k+1 i b = 2l+1. Tada je c2 = (2k+1)2+(2l+1)2 = 4k2+4k+1+4l2+4l+1 =
2(2k2+2k+2l2+2l+1). Dakle, c2 je paran broj. Prije smo kontrapozicijom
dokazali da to znači i da je c paran broj, dakle oblika c = 2m. Uvrstimo li to
u prethodnu jednakost dobit ćemo 4m2 = 2(2k2+2k+2l2+2l+1). Podijelimo
li jednakost s 2 i desnu stranu malo drugačije napišemo dobit ćemo 2m2 =
2(k2+ k+ l2+ l)+1. Gledano po lijevoj strani to je paran broj, a gledano po
desnoj strani to je neparan broj, što je kontradikcija. Dakle, barem jedan od
brojeva a i b mora biti paran.

Dokaz kontradikcijom možemo primijeniti na svaku tvrdnju. Pretpos-
tavimo da ona nije istinita i dobijemo kontradikciju. Dakle, ona mora biti
istinita. Na taj način ćemo dokazati jednu zanimljiviju tvrdnju:

Postoji beskonačno prostih brojeva.

Dokaz. Neka ih je konačno:p1, p2, . . . pn. Pogledajmo tad broj p = p1 ⋅ p2 ⋅
. . . ⋅ pn +1. Pošto je veći od svih prostih brojeva on nije prost i nije djeljiv s
nijednim od prostih brojeva (ostatak kod dijeljenja je uvijek 1). Po teoremo
o rastavu na proste brojeve on je onda umnožak prostih brojeva. Dakle,
postoji prost broj s kojim je djeljiv. A to je u kontadikciji s već dokazanim
(da nije s nijednim prostim brojem djeljiv). Dakle, prostih brojeva je
beskonačno.
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Stari Grci su uveli pojam dokaza u ljudsku civilizaciju. Prije njih se
npr, Pitagorin teorem ili neko druga geometrijsko ili aritmetičko znanje
smatralo eksperimentalnom činjenicom i kao takvo upotrebljavalo. Stari
Grci su smatrali da je razum ključ za razumijevanje svijeta a dokaz najmoć-
nije sredstvo razuma. Pojam dokaza se vremenom razvijao i naš standard
dokaza je puno precizniji od starogrčkog. Euklidova knjiga Elementi više od
dva tisućljeća je smatrana uzorom aksiomatske organizacije znanja, gdje se
iz nekoliko evidentnih aksioma izvodi veoma složeno geometrijsko znanje.
Med̄utim, po suvremenim standardima mnoštvo definicija u toj knjizi je
neprecizno ili se uvode novi pojmovi a da uopće nisu definirani. Isto tako je i
mnoštvo dokaza nepotpuno, pa čak i pogrešno. Tek izgradnjom suvremenog
logičkog jezika, koji ćemo upoznati u sljedećim cjelinama, pojam dokaza je
dobio posve precizno značenje. Ta preciznost zna ponekad biti opterećujuća,
pa je i danas većina dokaza poluprecizna, izrečena u jednoj mješavini
prirodnog i logičkog jezika. Med̄utim, danas imamo standard u koji možemo
prevesti svaki dokaz i ispitati je li ispravan ili nije. Evo ilustracije radi
dva "dokaza" koja ne mogu položiti ozbiljniju provjeru. Prvi je dokaz
nečeg što mnogi matematičari smatraju istinom, a nematematičari da je
laž. To je tvrdnja da su svi prirodni brojevi zanimljivi. Zaista, kad bi
postojali nezanimljivi brojevi, tad bi postojao i prvi nezanimljivi broj. Ali
pošto je prvi takav, pa on je upravo zbog toga zanimljiv. Tako smo dobili
broj koji je i zanimljiv i nije zanimljiv. Dobili smo kontradikciju. Dakle,
svi prirodni brojevi su zanimljivi. Naravno, ovaj je dokaz pogrešan zbog
nepreciznosti riječi ”zanimljiv”. Na početku imamo jednu predstavu što
nam je zanimljivo da bi nam tokom dokazivanja postalo zanimljivo nešto
što do tada nije bilo zanimljivo. Prilikom izražavanja u posebnom logičkom
jeziku svi pojmovi moraju dobiti precizan smisao pa ovakav tip greške, koji
proizlazi iz nepreciznosti pojmova, se ne može desiti. Pogledajmo još jedan
sumnjivi dokaz. Dokazat ćemo da je slon jednako težak kao i komarac. Neka
je težina slona S, težina komarca K a njihova prosječna težina P:
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P = K +S
2

→K +S = 2P / ⋅(K −S)

→ (K +S)(K −S) = 2P(K −S)→K2−S2 = 2PK −2PS

→K2−2PK = S2−2PS /+P2

→K2−2PK +P2 = S2−2PS+P2→
→ (K −P)2 = (S−P)2

→K −P = S−P /+P
→K = S

Tako smo dokazali da je komarac jednako težak kao i slon. Očigledno smo
negdje pogriješili u dokazu. Ali gdje? Koristili smo pogrešnu pretpostavku
o brojevima da iz x2 = y2 slijedi da je x = y. Prava je istina da iz x2 = y2

slijedi da je x = y ili x = −y. Dakle, ispravno je zaključiti da iz (K −P)2 =
(S−P)2 slijedi da je K −P = S−P ili da je K −P = −(S−P). Kad to sredimo

dobijemo da je K = S ili P = K +S
2

. Tvrdimo da je barem jedno od toga.
Pošto drugo jeste ne mora biti prvo. I tako ne možemo dokazati da je težina
komarca jednaka težini slona. U preciznom logičkom jeziku, vidjet ćemo
poslije, imamo precizne tvrdnje i precizna pravila dokazivanja. Tako, mada
nije lako dokazivati, provjeriti ispravnost dokaza je rutinska stvar za koju
čak možemo i napisati program koji će to umjesto nas uraditi.

Napomenimo da klasični logički jezik, koji ćemo učiti, nije i jedini. On je
svakako najznačajniji i onaj koji se najviše upotrebljava. Med̄utim, razvijeni
su i drugi jezici s drugačijom logikom, i postoje ljudi koji misle da su ti jezici
ispravniji, ili barem bolji za odred̄en tip razmišljanja. Takvim neklasičnim
jezicima i njihovim logikama se ovdje nećemo baviti. Navest ćemo samo
jedan primjer za ilustraciju. Dokažimo da postoje iracionalni brojevi a i b
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takvi da je ab racionalan broj. Poznato je da je
√

2 iracionalan broj. Ako je
√

2
√

2
racionalan broj tvrdnja je dokazana. Ako je pak iracionalan broj tad

je

(
√

2
√

2
)

√

2

=
√

2
(

√

2)2
=
√

2
2
= 2

Dakle, postoji racionalna potencija sastavljena od iracionalnih brojeva.

To je
√

2
√

2
ili (

√
2
√

2)

√

2
. Med̄utim, postoji jedan smjer u matematici,

konstruktivizam, čiji predstavnici smatraju da ovo nije dobar dokaz jer mi
na kraju zaista nismo našli koji je to broj. Za njih je tvrdnja koja kaže da
postoji objekt s nekim svojstvom dokazana tek kad nad̄emo takav objekt
(odatle naziv konstruktivizam). Mada bi ovako poimanje dokaza uveliko
oslabilo matematiku, i većina matematičara smatra da je dobro imati i
samo informaciju da nešto postoji bez obzira znamo li mi koji je to objekt,
inzistiranje na konstruktivnim dokazima je uveliko obogatilo matematiku i

računarstvo. Informacije radi, dokazano je da je
√

2
√

2
iracionalan broj, pa

je tražena potencija (
√

2
√

2)

√

2

Zadaci za vježbu

Definiranje.

1. Definirajte što znači da je prirodan broj prost.

2. Definirajte pojam najvećeg zajedničkog djelitelja i najmanjeg zajed-
ničkog višekratnika nepraznog konačnog skupa prirodnih brojeva.

3. Definirajte nestriktnu usporedbu ≤ prirodnih brojeva pomoću zbraja-
nja.

4. Definirajte striktnu usporedbu < prirodnih brojeva pomoću nestriktne
usporedbe.
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5. Definirajte rekurzivno funkciju D(n) = 2(2
⋰
) (n puta) i pomoću te

definicije izračunajte D(4).

6. Definirajte pojam paralelograma pomoću pojma čeverokuta, te pojam
pravokutnika, romba i kvadrata pomoću pojma paralelograma.

7. Što je kružnica a što krug?

8. Što je trokut?

9. Definirajte broj π.

10. Definirajte što je to interval realnih brojeva.

11. Definirajte što znači da funkcija raste na intervalu.

12. Definirajte pojam unutarnjeg lokalnog maksimuma funkcije.

13. Definirajte funkcije treći korijen.

14. Definirajte pojam derivacije funkcije.

Dokazivanje

15. Dokažite sljedeće tvrdnje

(a) n i m parni → m ⋅n je paran, direktnim dokazom

(b) n2 neparan → n neparan, kontrapozicijom.

(c) n+m neparni → barem jedan od pribrojnika je neparan, kontra-
dikcijom.

16. Dokažite kontradikcijom da je
√

2 iracionalan broj. Uputa: Pretpos-
tavite da je racionalan broj

√
2 = m

n
gdje m i n nemaju zajedničke

djelitelje veće od 1, i ispitujući njihovu parnost utvrdite da su oba
parna što je u kontradikciji s tim da nemaju zajedničke djelitelje veće
od 1.

17. Kažemo da prirodan broj a dijeli prirodan broj b i pišemo a∣b↔ postoji
prirodan broj k takav da je b = ak. Dokažite

(a) a∣b i b∣c → a∣c
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(b) a∣b i b∣a → a = b

(c) a∣a
(d) a∣b i a∣c → a∣b+ c

(e) a∣b → a2∣b2

(f) a∣b i c∣d → ac∣bd

18. Na završetku rod̄endanskog slavlja brižni domaćin Tomo odlučio je
provjeriti jesu li prisutni vozači dovoljno trijezni za predstojeću vožnju
kući. Pošto nije imao ured̄aj za alko-test smislio je sljedeću provjeru.
Na stol u susjednoj sobi poredao je 5 posuda različitog oblika i
ulio u njih 5 različitih vrsta pića. Vozačima je rekao da su nekim
redoslijedom poredani boca, čaša, limenka, lonac i vrč, te da se u njima
nalaze pivo, rakija, sok, vino i voda. Još im je rekao sljedeće:

(a) U limenci nije alkoholno piće.

(b) Voda i vino nisu u susjednim posudama.

(c) Posuda s pivom je izmed̄u lonca i posude sa sokom.

(d) Posuda s rakijom je desno od čaše.

(e) Vrč i posuda s vinom su susjedi.

(f) Limenka i lonac imaju po jednog susjeda.

Odlučio je pustiti samo onoga tko pogodi kojim su redom poredane
posude i koja je vrsta pića u kojoj posudi. Pokušajte i vi položiti ovaj
alko-test.

19. U posjedu sam dokaza da je 2=1. To bi značilo i da je 3=2+1=1+1=2=1
i da je 4=3+1=1+1=2=1, itd. Čak je i 0 =1-1=2-1=1. Drugim riječima,
svi prirodni brojevi su jednaki jedan. Užasno, ipak su bili u pravu oni
koji su po Hrvatskoj vikali Svi smo mi . . . . Jer ma koliko nas bilo,
taj broj je jednak 1, Dakle, uvijek nas je 1, tj svi smo jedna osoba, Ili
još gore, svi brojevi su jednaki i nuli, što znači da smo svi mi u stvari
ništa. Nema nas. Uglavnom, svijet će se urušiti ako ne pronad̄ete
grešku u sljedećem dokazu:

a2−a2 = a2−a2→ (a−a)(a+a) = a(a−a) / ∶ (a−a)
→ a+a = a→ 2a = a / ∶ a
→ 2 = 1
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20. Profesor je studentima najavio da će tokom 15 predavanja iz Mate-
matičke logike i osnova matematike biti i jedan iznenadni test čiji će
rezultati ući u zadnji kolokvij. Student L (prvo slovo od riječi ’logika’
ili od riječi ’lijenost’) nije se uzrujavao zbog tog iako nije redovno učio.
Razmišljao je (dok je ljenčario): ’Test ne može biti zadnji, 15. put,
jer tad to ne bi bilo iznenad̄enje. Može li biti predzadnji put? Ne, jer
pošto ne može biti zadnji put, morao bi biti tada, pa ni to ne bi bilo
iznenad̄enje. Iz istih razloga ne može biti ni predpredzadnji put, itd.
Dakle, testa uopće neće biti. I gle nevolje, test je bi baš sljedeći put.
Je li profesor lagao?

Rješenja

1. Na prvi pogled bismo rekli da je prirodan broj prost ako se ne može
rastaviti na umnožak manjih brojeva. Po takvoj definiciji bi i 0 i 1
bili prosti brojevi. No pokazuje se ugodnijim da se 0 i 1 ne smatraju
prostim brojevima. Ovo je čest primjer u definiranju da se neki
slučajevi posebno odrede jer je iz nekih razloga to ugodnije (npr. kod
definiranja potencije se uzima da je x0 = 1). Tako se prosti brojevi
definiraju kao oni prirodni brojevi različiti od 0 i 1 koji se mogu
prikazati kao umnožak manjih brojeva.

2. Najveći i najmanji zajednički djelitelj nepraznog konačnog skupa
brojeva je najveći odnosno najmanji broj koji dijeli sve te brojeve. Te-
orija brojeva osigurava da za svaki neprazan konačan skup prirodnih
brojeva postoje jedinstveni takvi brojevi.

3. m ≤ n ↔ ∃k n = m+k

4. m < n ↔ m ≤ n i m ≠ n

5. D(1) = 2,D(n + 1) = 2(D(n)). Tako je D(4) = 2(D(3)) = 2(2
(D(2))

) =
2(2

(2(D(1)))
) = 2(2

(22)
) = 2(2

4
) = 216 = 65536.

6. Paralelogram je četverokut kojem su nasuprotne stranice paralelne.
Može se pokazati da je taj uvjet ekvivalentan uvjetu da se dijagonale
četverokuta sjeku na polovici svake dijagonale. To znači da bismo i
taj uvjet mogli uzeti za definiciju paralelograma. Ili pak ekvivalentni
uvjet da je jedan par nasuprotnih stranica paralelan i jednake duljine.
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Ponekad imamo proizvoljnost što uzeti za definiciju. No obično se
odlučujemo za onaj kriterij koji najviše odgovara našoj intuiciji o tom
pojmu (ma šta to značilo). U tom smislu je definicija paralelograma
pomoću paralelnosti nasuprotnih stranica najbolja. Pravokutnik
možemo definirati ili kao paralelogram kojem su susjedne stranice
med̄usobno okomite ili kao paralelogram kojem su dijagonale jednake.
Ti su uvjeti ekvivalentni, no prvi se čini prirodnijim pa se obično
on uzima za definiciju. Isto tako, romb možemo definirati kao
paralelogram kojem su sve stranice jednake ili kao paralelogram
kojem su dijagonale med̄usobno okomite. I to su ekvivalentni uvjeti i
opet se čini prva definicija intuitivnijom. Kvadrat možemo definirati
kao pravokutnik s jednakim stranicama ili kao romb s okomitim
susjednim stranicama. Obje definicije su u stvari jednake i svode se na
to da je to paralelogram s jednakim stranicama pri čemu su susjedne
stranice okomite.

7. Kružnica je svaki skup točaka u ravnini koje su jednako udaljene (taj
broj zovemo radijus kružnice) od jedne točke (tu točku zovemo središte
kružnice). Krug dane kružnice je skup svih točaka ravnine u kojoj je
kružnica i koje su za manje ili jednako radijusu kružnice udaljene od
središta kružnice.

8. Ma koliko nam je svima jasno što je trokut definicija nije baš jed-
nostavna. To je skup sastavljen od 3 dužine takve da svake dvije
dužine imaju zajednički samo jednu točku i to je krajnja točka obje
dužine. Definicija četverokuta je još teža. Pokušajte. Napomenimo da
se trokut ponekad definira kao dio ravnine omed̄en s tri dužine koje
imaju svojstvo koje smo naveli.

9. Iza ove definicije leži jedno geometrijsko pravilo a to je da je omjer
površine svakog kruga i njegovog radijusa uvijek isti broj. Taj broj
nazivamo π.

10. Interval realnih brojeva je svaki skup realnih brojeva koji ima svojstvo
da kad sadrži dva broja sadrži i svaki broj koji je izmed̄u njih.

11. Kažemo da funkcija f raste na intervalu I ↔ za veći argument iz
intervala daje veću vrijednost, ili preciznije

∀x1 ∈ I∀x2 ∈ I x1 < x2→ f (x1) < f (x2)
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Pri tome x ∈ S znači da je x element skupa S.

12. Neka je funkcija f definirana u nekoj okolini broja x0. Kažemo
da u tom broju funkcija f poprima lokalno maksimalnu vrijednost
↔ postoji okolina od x0 takva da za svaki x iz te okoline vrijedi
da je f (x) ≤ f (x0). Za f (x0) tad kažemo da je vrijednost lokalnog
maksimuma.

13. Treći korijen broja x je broj y za kojeg vrijedi da je y3 = x. Za svaki x
postoji jedinstven takav broj kojeg označavamo 3

√
x .

14. Derivacija funkcije f u točki x je broj f ′(x) pridružen funkciji f i točki
x definiran sljedećom formulom:

f ′(x) = lim
∆x→0

f (x+∆x)− f (x)
∆x

15. (a) n = 2k i m = 2l → m ⋅n = 2k ⋅2l = 2 ⋅(2lk).

(b) n = 2k → n2 = (2k)2 = 4k2 = 2 ⋅(2k2).

(c) Neka su oba pribrojnika parna: n = 2k i m = 2l → n+m = 2k+2l =
2(k+ l) je paran, a to je u kontradikciji s pretpostavkom da je
neparan.

16. Neka je
√

2 = m
n

, gdje m i n nemaju zajedničkih djelitelja većih od 1.

Kvadriranjem i množenjem s n2 dobit ćemo da je m2 = 2n2. Dakle,
m2 je paran, pa je (to smo dokazali u temi Dokazivanje) i m paran:
m = 2k. Iz m2 = 2n2 tako dobijemo 4k2 = 2n2, tj. n2 = 2k2. Dakle, n2 je
paran broj, pa je i n paran broj. Tako su i m i n parni brojevi, a to je u
kontradikciji s izborom m i n takvim da nemaju zajedničkih djelitelja
većih od 1. Dakle,

√
2 je iracionalan broj.

17. Za primjer razmišljanja dokazat ćemo prvu tvrdnju. Neka a∣b i b∣c.
Tad je b = ka i c = lb. Iz tog slijedi da je c = lb = lka, dakle a∣c.

18. Zadnja izjava kaže da su limenka i lonac na rubovima niza. Ili je
a) limenka na prvom mjestu a lonac na petom ili b) lonac na prvom a
limenka na petom mjestu. Pretpostavimo da je a). Tada iz druge izjave
slijedi da je posuda sa sokom na trećem mjestu a posuda s pivom na
četvrtom mjestu. Pošto je na prvom mjestu u limenci bezalkoholno
piće iz prethodnog slijedi da to mora biti voda. Ali voda i vino po
drugoj tvrdnji nisu susjedi, pa po prethodnom vino mora biti u loncu.
Tako za sada znamo sljedeće:
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Preostala rakija mora biti na drugom mjestu. No to je nemoguće jer to
znači da je desno od limenke a ne od čaše, kako govori četvrta tvrdnja.
Dakle, slučaj a) otpada. Tako sada znamo da je lonac na prvom mjestu,
a limenka na petom mjestu. Po drugoj izjavi posuda s pivom je na
drugom mjestu, a posuda sa sokom na trećem mjestu. Po prvoj izjavi
u limenci je voda, a po drugoj izjavi u loncu je vino. Tako za sada
znamo sljedeće:

Na preostalom četvrom mjestu mora biti rakija. Po četvrtoj izjavi na
trećem mjestu je čaša a po petoj izjavi na drugom je vrč. Tako na
preostalom četvrtom mjestu mora biti boca. Dakle, ukupan poredak
je

Ne znam jesu li gosti uspješno riješili problem, ali ih je Tomo sigurno
uspio otrijezniti.

19. Greška je u dijeljenju s a − a. To je nula, pa smo dijelili nulom.
Med̄utim, pravilo je da se jednakost može podijeliti svakim brojem
osim nulom. Dijeljenje nulom nije definirano, zato jer mu ne možemo
pridružiti nikakvo razumno značenje. Kad bi ono funkcioniralo kao i
svako drugo dijeljenje, lako bismo dobili laž, puno direktnije nego u
prethodnom ”dokazu”: 2 ⋅0 = 1 ⋅0
∣∶ 2 → 2 = 1.
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20. Profesor nije lagao jer se student zaista iznenadio. Ni studentovo
razmišljanje ne izgleda pogrešno. Poanta je u nedovoljnoj preciznosti
pojma iznenad̄enje. Tokom samog razmišljanja mijenja se značenje
toga što će biti iznenad̄enje, a što ne, da bi na kraju netko tko je
zaključio da neće biti iznenad̄enja, upravo zbog takvog zaključka ipak
bio iznenad̄en.



2
Logički jezik veznika

U prethodnom poglavlju smo na primjeru matematičkog jezika vidjeli
koliko je važna simbolizacija i upotreba varijable za razmišljanje i koliko
je važno imati precizan jezik u kojem se, pomoću preciznog definiranja i
dokazivanja, jasno vidi logička struktura pojmova i tvrdnji, i u kojem raz-
mišljanje prelazi u jednostavno računanje. U ovom poglavlju ćemo, po uzoru
na matematički jezik, započeti izgradnju umjetnog logičkog jezika i to onog
njegovog dijela koji kaže kako pomoću veznika od jednostavnijih rečenica
gradimo složenije rečenice i koje značenje pridajemo tim konstrukcijama.

2.1 Sintaksa

Od rečenica ’2 < 4’ i ’3 < 5’ možemo graditi složenije rečenice, npr. ’2 < 4
i 3 < 5’, ’2 < 4 ili 3 < 5’, ’ako je 2 < 4 onda je 3 < 5’, ’2 < 4 samo ako je 3 < 5’,
’nije 2 < 4’, ’ako nije 2 < 4 onda nije 3 < 5’ itd. Izgradnju moramo početi od
nekih rečenica. Pošto nas njihova priroda sada neće zanimati zvat ćemo
ih atomarnim rečenicama i označavati velikim slovima abecede: A, B,

39
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C. . . . Pošto će veznici u našem jeziku imati striktno značenje, da bismo ih
razlikovali od odgovarajućih veznika u prirodnom jeziku, kojima su slični
ali se i razlikuju, za njih ćemo koristiti simbole koje smo već upoznali u
prethodnom poglavlju:

prirodni jezik nije ili i ako... onda... samo ako
jezik veznika ¬ ∨ ∧ → ↔

Da bismo znali kojim redoslijedom smo izgradili neku rečenicu koristit
ćemo zagrade. Npr. kad kažemo ’nije 2 < 4 i 3 < 5’ mislimo li da nije oboje,
’nije (2 < 4 i 3 < 5)’ ili pak da nije samo prvo ’(nije 2 < 4) i 3 < 5’?

Svaki jezik ima osnovne elemente od kojih ga izgrad̄ujemo. Te osnovne
elemente nazivamo simboli jezika. Simbole jezika veznika tvorit će
atomarne rečenice A,B,C. . . , veznici ¬, ∨, ∧, →,↔, i zagrade ( i ).

Od simbola jezika gradimo stringove jezika. To su bilo kakvi konačni
nizovi njegovih simbola. Npr. to su A(∨∧ i A ∨B. Tek nekim stringovima
pridajemo značenje. Npr. stringu A(∨∧ nećemo pridati značenje, a
stringu (A ∨ B) hoćemo. Stringove kojima ćemo pridati značenje zvat
ćemo rečenice jezika veznika. To su sve atomarne rečenice (njih zovemo
baza konstrukcije) i svi stringovi koje možemo dobiti iz atomarnih rečenica
konačnom primjenom pravila konstrukcije koje ćemo niže navesti:

baza (popis): atomarne rečenice A, B, C, . . .

pravila (propis):

α,β↦ (α∧β) (*iz stringova α i β konstruiramo string (α∧β)*)
α,β↦ (α∨β)
α,β↦ (α→β)
α,β↦ (α↔β)
α↦ (¬α)

Skup rečenica je najmanji skup koji sadrži bazne objekte (atomarne
rečenice) i zatvoren je na pravila konstrukcije (ako su α i β u njemu tad su
u njemu i (α∧β), (α∨β), (α→β), (α↔β) i (¬α)). Da je to najmanji takav
skup znači da je sadržan u svakom drugom skupu koji sadrži bazne objekte
i zatvoren je na pravila konstrukcije. Za ovako definiran skup kažemo
da je rekurzivno definiran danom bazom i pravilima konstrukcije. Ta
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rekurzivna struktura skupa rečenica bit će nam jako važna. Ona nam kaže
da ne samo da svaka rečenica ima odred̄enu strukturu svog nastanka već se
može pokazati, a vjerujem da je to i intuitivno jasno, da je ta njena struktura
jedinstvena. Pogledajmo npr. strukturu rečenice

((¬(A∧B))→ (B∨(¬A)))

odnosno ispitajmo je li to uopće rečenica. Da bi bila rečenica, morala
je nastati jednom od konstrukcija iz jednostavnijih rečenica. Lako nam
je vidjeti da je nastala od rečenica (¬(A ∧B)) i (B ∨ (¬A)) primjenom
veznika→. Možemo napraviti i program koji radi ovo prepoznavanje brojeći
zagrade. Da bi string bio rečenica, ako nije atomarna rečenica, mora
počinjati lijevom zagradom i završavati desnom zagradom. Kad maknemo
te zagrade krenemo s lijeva i provjerimo prvi simbol. Taj simbol može
biti lijeva zagrada, veznik ¬, atomarna rečenica ili nešto četvrto. Ako
je prvi simbol lijeva zagrada brojimo zagrade dok se ne izjednači broj
lijevih i desnih zagrada. Sljedeći znak mora biti veznik pomoću kojeg
je rečenica konstruirana od jednostavnijih rečenica. Taj veznik nazivamo
glavnim veznikom rečenice. Kad smo prepoznali konstrukciju po kojoj je
rečenica nastala (njen glavni veznik) radimo njenu destrukciju na rečenice
od kojih je nastala i postupak ponavljamo s tim rečenicama. Na sličan
način postupamo ako prvi simbol nije lijeva zagrada već jedna od preostalih
mogućnosti. Destrukciju radimo sve dok ne dod̄emo do atomarnih rečenica.
Sam proces možemo slikovito predstaviti stablom izvoda rečenice (na
engleskom govornom području to zovu parsing tree):

((¬(A∧B)) → (B∨(¬A)))

( ¬ (A∧B))

(A ∧ B)

A B

(B ∨ (¬A))

B ( ¬ A)

A

Kažemo stablo jer kad bismo destrukciju radili prema gore dobili bismo
oblik stabla. Iz istih razloga kažemo da se početna rečenica nalazi u
korijenu stabla a atomarne rečenice na listovima.
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Iz stabla izvoda možemo jasno vidjeti kako je rečenica nastala iz ato-
marnih rečenica, koje konstrukcije su primijenjene i kojim redom. Takod̄er,
da smo pokušali napraviti stablo izvoda za string koji nije rečenica proces
bi na jednom mjestu zapeo, ne bismo dobili stablo izvoda i zaključili bismo
da string nije rečenica. Drugim riječima imamo algoritam razgrad̄ivanja
stringa koji nam na izlaz daje odgovor je li to rečenica (dobili smo stablo
izvoda) ili nije rečenica (nismo dobili stablo izvoda).

Primjer 2.1.1. Ispitajmo je li string ((¬(¬A))→ (B∨(C↔ A))) rečenica.

Rješenje: Pokušat ćemo konstruirati njegovo stablo izvoda:

((¬(¬A)) → (B∨(C↔ A)))

( ¬ (¬A))

( ¬ A)

A

(B ∨ (C↔ A)

B (C ↔ A)

C A

Pošto smo dobili stablo izvoda ovaj string jeste rečenica. Y

Situacija je posve analogna opisu recimo cjelobrojnih aritmetičkih izraza
u nekom programskom jeziku. Cjelobrojne aritmetičke izraze rekurzivno
gradimo od imena cijelih brojeva pomoću oznaka osnovnih operacija zbra-
janja, oduzimanja, množenja i dijeljenja. Rekurzivan opis je sljedeći
(zanemarit ćemo dogovor o redoslijedu operacija kad nema zagrada)

baza: stringovi sastavljeni od znamenaka (npr: 2034)

pravila:

α,β↦ (α+β)
α,β↦ (α ⋅β)
α,β↦ (α−β)
α↦ (−α)

Skup cjelobrojnih aritmetičkih izraza je rekurzivno definiran ovom bazom
i pravilima (to je najmanji skup koji sadrži bazne elemente i zatvoren je
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na pravila). Na isti način kao i kod rečenica možemo ispitati je li string
aritmetički izraz konstruirajući njegovo stablo izvoda. Npr. za string ((21+
(−30)) ⋅((−20)+21)) imamo

((21+(−30)) ⋅ ((−20)+21))

(21 + (−30))

21 ( − 30)

30

((−20) + 12)

( − 20)

20

12

Ista situacija se ponavlja za bilo koji rekurzivno definirani skup obje-
kata.

U računarstvu se upotrebljava nešto drugačiji rekurzivan opis nekog
skupa stringova nego u matematici. To je tzv. Backus Naurova notacija,
odnosno njena slikovita predstava tzv. sintaktičkim dijagramima. Sa-
držajno gledano, razlika je samo stilska. U našem opisu se kreće ”odozdo”,
naglasak je na izgradnji, pokazuje se kako se od već izgrad̄enih objekata
grade novi. Backus Naurov opis kreće ”odozgo”, naglasak je na razgradnji,
tj. pokazuje se kako se objekt razgrad̄uju na druge objekte. Npr. da je
neki string rečenica u opisu ”odozdo” znači da je atomarna rečenica ili ga
sastavljamo upotrebom odgovarajućih pravila od drugih rečenica, dok u
”opisu odozgo” znači da je atomarna rečenica ili ga rastavljamo na druge
rečenice. Naprosto se svako pravilo izgradnje obrne u odgovarajuće pravilo
razgradnje. U Backus Naurovoj notaciji to izričemo tako da koristimo tzv
varijablu ili neterminalni simbol < sent > koja poprima vrijednost rečenice
(sent od engleske riječi sentence = rečenica), varijablu < asent > koja poprima
vrijednost atomarne rečenice, varijablu < binv > koja poprima vrijednost
binarnog veznika, i znak | koji razdvaja razne mogućnosti razgradnje:

< sent > ↦ < asent > ∣ (¬ < sent >) ∣ (< sent >< binv >< sent >)

< asent > ↦ A ∣ B ∣ C ∣ ...

< binv > ↦ ¬ ∣ ∧ ∣ ∨ ∣ → ∣ ↔

Ovo razumijevamo kao pravila pomoću kojih možemo znak lijevo od strelice
zamijeniti jednim od stringova desno od strelice koji su razdvojeni simbolom
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|. Rečenica je svaki niz stringova koji dobijemo polazeći od < sent >
i transformirajući ga po prethodnim pravilima dok u njemu nema više
neterminalnih simbola (varijabli oblika < ... >). Pri tome ako u stringu
imamo više neterminalnih simbola < sent > svaki možemo zamijeniti po
prvom pravilu neovisno o tome kako ćemo druge zamijeniti. Npr. evo jednog
takvog generiranja rečenice:

< sent > ↦ (< sent >< binv >< sent >) ↦ ((¬ < sent >)∧ (< sent ><
binv >< sent >)) ↦ ((¬ < asent >)∧(< asent >→< asent >)) ↦ ((¬A)∧(B→
A))

Sintaktički dijagram je samo slikovita verzija Backus Naurove notacije.
U našem slučaju on izgleda ovako:

sent

asent

:

:

asent

(

(

¬ sent )

)sent binv sent

A

B
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sent

asent

:

:

asent

(

(

¬ sent )

)sent binv sent

A

B

 

Buy SmartDraw!- purchased copies print this 
document without a watermark .

Visit www.smartdraw.com or call 1-800-768-3729.

binv :

>
<

 

Buy SmartDraw!- purchased copies print this 
document without a watermark .

Visit www.smartdraw.com or call 1-800-768-3729.

Rečenicu dobijemo svakim prolazom kroz dijagram sent. Kad prolazimo
(smjerom strelica) kroz okrugli okvir tad taj znak upisujemo. Kad prolazimo
kroz pravokutni okvir tad moramo nastaviti putovanje po dijagramu na
kojeg taj pravokutni okvir referira.
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Dok je za računalo strogost forme bitna ona je ljudima ipak ograniča-
vajuća. U pisanju rečenica naporno nam je misliti da li smo sve zagrade
zapisali, a i naporno nam je iščitavati rečenice kroz šumu zagrada. Zato
uvedemo razne dogovore koji nam smanjuju pisanje zagrada. Tako npr.
ne pišemo vanjske zagrade u cijeloj rečenici i držimo se dogovora da kad
zagrade ne odred̄uju redoslijed ”vezanja” rečenica, tad je u pitanju ”vezanje”
veznikom koji ima najveći prioritet. Pri tome uzimamo da najjače veže ¬,
pa onda ∧ i ∨ ( s jednakim prioritetom), pa tek onda → i ↔ (s jednakim
prioritetom). Svaki tako dobiveni string smatramo neformalnom verzijom
odgovarajuće formalne rečenice. Npr. ¬A∧B→B∨¬C je neformalna verzija
formalne rečenice (((¬A) ∧B) → (B ∨ (¬C))). Ova pravila izostavljanja
zagrada bismo mogli ubaciti u službenu verziju pojma rečenice, ali tad
bi nam pravila izgradnje rečenica bila složenija, a time i analiza rečenica
kompliciranija.

2.2 Semantika

Rečenica "Danas je lijep dan" ima složeno značenje koje u sebi obuhvaća
pojam ljepote, pojam dana, odred̄enje ovog trenutka, a dijelom i moje
raspoloženje (radije bih vani šetao nego ovo pisao). U jeziku veznika svakoj
rečenici ćemo pridružiti samo jedno značenje, a to je njena istinitosna
vrijednost, istina ili laž. Pri tome će nam biti računski ugodno istinu
prezentirati brojem 1 a laž brojem 0. Sva druga značenja prisutna u
prirodnom jeziku ćemo odbaciti. Ovo odbacivanje bismo mogli nazvati
Fregeovom apstrakcijom, po tvorcu moderne logike, Gottlobu Fregeu
(1848 - 1925). Rečenicama jezika veznika odgovaraju u prirodnom jeziku
tzv. deklarativne rečenice, rečenice kojima nešto tvrdimo i koje smatramo
istinitim ili lažnim. Takve su npr. rečenice ’Velika Gorica je grad u
Turopolju’ i ’Neću politiku u svoju butigu’, ali ne i rečenice ’Na ušću
koje rijeke je smješten Šibenik?’ i ’Udri brigu na veselje’. Takod̄er
ćemo za naše rečenice smatrati da su ili istinite ili lažne, a ne recimo
"dijelom istinite i dijelom lažne". Takav jezik se zove dvovaljani jezik.
Takod̄er ćemo smatrati da istinitost složene rečenice ovisi samo o istinitosti
rečenica od kojih je složena i o ničem drugom. To svojstvo jezika zovemo
ekstenzionalnošću . Za razliku od toga, kad npr. kažemo složenu rečenicu
”Nužno je danas lijep dan”, da bi ova rečenica bila istinita nije dovoljno da
je istinita rečenica ’Danas je lijep dan’ od koje je složena već to mora biti
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nužno tako (ma što to značilo) a ne pukim slučajem. Dakle, ovdje nemamo
ekstenzionalnost.

Iz navedenih pretpostavki slijedi da će značenje svakog veznika biti
posve odred̄eno kad zadamo kako istinitost rečenice koja je pomoću njega
složena ovisi o istinitosti rečenica od kojih je složena. Naravno, ta značenja
moraju odražavati barem jedan aspekt značenja odgovarajućih veznika u
prirodnom jeziku.

Najjednostavnija konstrukcija u prirodnom jeziku je negacija rečenice.
Složit ćemo se da je ’Nije Čiovo kontinent’ istinita/lažna rečenica jedino
onda kada je ’Čiovo je kontinent’ lažna/istinita rečenica. Zato ćemo u
umjetnom jeziku smatrati da rečenica ¬α (’nije alfa’) ima suprotnu istinitost
od rečenice α:

α ¬α
0 1
1 0

Ovakve tablice nazivamo tablicama istinitosti. Rečenicu ¬α nazivamo
negacijom rečenice α. U programskim jezicima u tu svrhu se obično
koristi riječ NOT (NOT α), mada se u jeziku C koristi znak !. Iako se
čini da ovo odred̄enje posve odgovara prirodnom jeziku ipak nije tako
jer u našem jeziku dvostrukom negacijom ( npr. ’Nitko nije kriv’) ili
višestrukom negacijom (’Nitko nikad nikom ništa nije rekao’) često tek
pojačano izražavamo negaciju dok će dvostruka negacija u umjetnom,
jeziku, vidjet ćemo, u stvari značiti afirmaciju (brisanje negacije).

Složit ćemo se da je rečenica ’3 < 5 i 5 < 2’ lažna jer je ’5 < 2’ lažno. Kad
netko kaže da je položio Matematiku i da je položio Fiziku smatramo da je
govorio istinu jedino ako je oba predmeta položio. Dakle, smatramo da je
rečenica ’A i B’ istinita tek kad su i A i B istinite. Zato ćemo i u umjetnom
jeziku smatrati da je rečenica α∧β istinita jedino kad su obje rečenice α i β
istinite:

α β α∧β
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
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Postoji jednostavno aritmetičko pravilo kako izračunati istinitost od α∧β:
naprosto uzmemo manju od istinitosti α i β, min(α,β) (npr. min(0,1) = 0).

Rečenicu α∧β nazivamo konjunkcijom rečenica α i β. U program-
skim jezicima u tu svrhu obično koristimo riječ AND (α AND β), mada
se u jeziku C koristi znak &&. Smisao ne odgovara uvijek vezniku ’i’ u
prirodnom jeziku. Jedan od razloga je i taj što nam je u prirodnom govoru
važan redoslijed rečenica. Npr. u normalnoj situaciji rečenicu ’Skinuo sam
odjeću i skočio u more’ smatrat ćemo istinitom, a ’Skočio sam u more i skinuo
sam odjeću’ smatrat ćemo lažnom, dok ćemo u umjetnom jeziku, ako su obje
radnje izvršene, smatrati obje rečenice istinitim.

Složit ćemo se da je rečenica ’3 < 5 ili 5 < 2’ istinita jer je ’3 < 5’ istinito.
Kad netko kaže da je položio Matematiku ili da je položio Fiziku smatramo
da je govorio istinu jedino ako je barem jedan predmet položio (moguće i
oba). Dakle, smatramo da je rečenica ’A ili B’ istinita kad su barem jedna
od rečenica A i B istinite. Zato ćemo i u umjetnom jeziku smatrati da je
rečenica α∨β istinita jedino kad su barem jedna od rečenica α i β istinite:

α β α∨β
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Postoji jednostavno aritmetičko pravilo kako izračunati istinitost od α∨β:
naprosto uzmemo veću od istinitosti α i β, max(α,β) (npr. max(0,1) = 1).

Rečenicu α∨β nazivamo disjunkcijom rečenica α i β. U programskim
jezicima u tu svrhu obično koristimo riječ OR (α OR β), mada se u jeziku
C koristi znak ||. Ah, taj C!. Smisao ne odgovara uvijek vezniku ’ili’ u
prirodnom jeziku. Jedan od razloga je i taj što u prirodnom govoru često
koristimo riječ ’ili’ da izbjegnemo reći "punu" istinu. Npr. ako znamo da
je krivac Ivica, a kažemo ’Ivica je krivac ili je Antica krivac’, tad smo u
prirodnom jeziku tom rečenicom prikrili punu istinu, pa je u tom smislu
ona lažna tvrdnja, dok je u umjetnom jeziku istinita tvrdnja. Isto tako
u prirodnom se jeziku brka značenje tzv. uključivog ’ili’ i isključivog ’ili’.
Značenje umjetnog veznika ∨ odgovara uključivom ’ili’ po kojem je tvrdnja
’A ili B’ istinita kad su barem jedna od tvrdnji A i B, a moguće i obje
istinite. Isključivo ’ili’ treba u prirodnom jeziku eksplicirati na drugi način,
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konstrukcijom ’ili A ili B’ za koju smatramo da je istinita kad je točno jedna
od tvrdnji A i B istinita. Kad netko kaže da je položio ili Matematiku
ili Fiziku smatramo da govori istinu kad je položio točno jedno od toga.’
Ponekad u bankama postoje tzv. brzi šalteri na kojima piše ’jedna uplata
ili jedna isplata’. Mada su oni mislili da se može uraditi samo jedno od
toga, dakle na isključivo ’ili’, izrazili su se pomoću uključivog ’ili’ pa biste
mogli doći na šalter i tražiti i jednu uplatu i jednu isplatu. Tako je u
teoriji. U praksi je bolje da to ne zatražite i ne pozivate se na logiku jer
će vas vjerojatno zaštitar izbaciti. Postoje i suprotne zabune kad se koristi
isključivo ’ili’ umjesto uključivog ’ili’. U vojnim propisima zna pisati da su
vojne obveze oslobod̄eni oni koji su ili strani državljani ili su trajno bolesni.
Ovdje se očigledno mislilo na uključivo ’ili’, jer po smislu upotrebljenog
isključivog ’ili’ u vojsku će morati ići svi trajno bolesni strani državljani.
Kojeg li veselja. Poslije ćemo vidjeti na koji način možemo predstaviti
isključivo ’ili’ u umjetnom jeziku.

U elementarnoj matematici se veznici i i il i pojavljuju kod rješavanja
nejednadžbi. Za ilustraciju pronad̄imo kojim brojevima je kvadrat manji
od njih samih, tj. riješimo nejednadžbu x2 < x. U tu svrhu, sve ćemo
prebaciti na jednu stranu, x2− x < 0, koju ćemo još i faktorizirati: x(x−1) <
0. Umnožak dva broja je manji od nule upravo onda kad su različitih
predznaka. To znači da je

x < 0 i x−1 > 0

ili

x > 0 i x−1 < 0

Ovim postupkom smo dobili jednostavnije nejednadžbe, ali njihova rješenja
moramo kombinirati pomoću odgovarajućih veznika. Pojedini uvjet je lako
riješiti:

x < 0 i x > 1

ili

x > 0 i x < 1
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Prvu konjunkciju ne zadovoljava nijedan broj, jer nema broja koji je i
manji od 0 i veći od 1, dok drugu konjunkciju zadovoljavaju svi brojevi
izmed̄u 0 i 1 (jer jedino tad su oba osnovna uvjeta ispunjena). Pošto je
prva konjunkcija lažna, ukupna disjunkcija je istinita jedino kad je druga
konjunkcija istinita, dakle za brojeve izmed̄u 0 i 1. Tako su upravo ti brojevi
sva rješenja početne nejednadžbe.

Kad netko kaže ”Ako položim Matematiku pojest ću knjigu iz Mate-
matike”, u kojem slučaju smatramo da je govorio istinu a u kojem da je
lagao? Ako je položio Matematiku i nije pojeo knjigu smatramo da je
lagao, a ako je položio Matematiku i pojeo knjigu smatramo da je govorio
istinu. Ali što ako nije položio Matematiku? Možda se netko s tim neće
složiti ali standard je da je on u tom slučaju govorio istinu, pojeo knjigu ili
ne. On se svojom izjavom samo obavezao da će pojesti knjigu ako položi
Matematiku, a nije se na ništa obavezao ako ne položi Matematiku, pa je u
tom slučaju njegova izjava istinita bez obzira hoće li pojesti knjigu (recimo
jer je poludio učeći matematiku) ili ne. Razmotrimo još jedan primjer.
Zamislimo da je zbog veće sigurnosti prometa u jednoj ulici policija uvela
prometno pravilo da ako netko vozi tom ulicom brže od 50 km/h (tvrdnja
A) bit će isključen iz prometa (tvrdnja B). Kad ćemo smatrati da se pravilo
poštuje? Pa kad svakog vozača koji je vozio brže od dozvoljenog policija
isključi iz prometa. Što se tiče vozača koji nije vozio brže od dozvoljenog ovo
pravilo je automatski ispoštovano zaustavila njega policija iz nekih drugih
razloga (npr. vozio je s ispuhanim gumama) ili ne. Dakle, smatramo da
je pravilo ’Ako A onda B’ prekršeno jedino ako se ispunio uvjet A a nije se
ostvarila posljedica B. Upravo takvo tumačenje istinitosti rečenice ’Ako A
onda B’, po kojem je ona lažna jedino ako je A istinit a B lažan uzimamo za
odred̄enje značenja odgovarajućeg veznika ’→’ u umjetnom jeziku:

α β α→β

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

I ovdje postoji jednostavno pravilo kako izračunati istinitost rečenice:
ispitujemo je li istinitost prve tvrdnje manja ili jednaka istinitosti druge
tvrdnje, ako jeste (istina je) stavljamo 1, a ako nije (laž je) stavljamo 0 (npr.
je li 1 ≤ 0, ne, dakle 0).
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Rečenicu α → β nazivamo kondicionalom rečenica α i β. Rečenicu
α nazivamo antecedentom ili uvjetom ili pretpostavkom ili ulazom kon-
dicionala a rečenicu β konzekventom ili glavnom rečenicom ili izlazom
kondicionala. Najčešće nepodudaranje ovog veznika s odgovarajućim vez-
nikom ’Ako. . . onda. . . ’ u prirodnom jeziku je u tome što se u prirodnom
jeziku obično zahtijeva nekakva veza izmed̄u uvjeta i glavne rečenice
kondicionala. Npr. uobičajeno je reći ’Ako kiša pada trava raste’ a nije
uobičajeno reći ’Ako kiša pada onda je 1+ 1 = 2’. Pošto u drugom slučaju
ne postoji nikakva veza izmed̄u padanja kiše i tvrdnje o brojevima mogli
bismo možda reći i da je ova tvrdnja lažna, dok je u umjetnom jeziku koji
briše sva značenja osim istinitosti, ona istinita rečenica. Kondicional, poput
prethodnog, u koji povežemo tvrdnje med̄usobno nepovezanog sadržaja,
zasigurno je neprirodan i nećemo ga nikada koristiti, jer nam ne govori
ništa informativno, ne izriče nikakvu vezu izmed̄u uvjeta i glavnog tvrd̄enja.
Med̄utim, veoma je teško, da ne kažemo nemoguće, odrediti kada su
rečenice sadržajno povezane. Zato, da ne namećemo uvjete nejasnog
sadržaja na upotrebu kondicionala, dozvoljavamo kombiniranje bilo kakvih
rečenica u kondicional.

U elementarnoj matematici kondicional je vezan uz rješavanje jed-
nadžbi. Krenuvši od početne jednadžbe, ispravnim razmišljanjem (koje se
najčešće svodi na računanje) dolazimo do završne jednadžbe kojom znamo
naći rješenja. Često se misli da su rješenja završne jednadžbe ujedno i
rješenja početne jednadžbe. Med̄utim, nije tako, iako u praksi najčešće
jeste. Naime, postupkom rješavanja jednadžbi mi smo iz pretpostavke
da je recimo x rješenje početne jednadžbe P(x) zaključili da je x rješenje
završne jednadžbe Z(x). Time smo samo dokazali tvrdnju (sjetite se
direktnog dokaza) da ako je x rješenje početne jednadžbe tad je i rješenje
završne jednadžbe, tj. dokazali smo da za svaki broj x vrijedi P(x) →
Z(x). No, po odred̄enju istinitosti kondicionala to samo znači da se
rješenja početne jednadžbe nalaze med̄u rješenjima završne jednadžbe, ali
završna jednadžba može imati i drugih rješenja. Nije teško naći takav
primjer. Da ne bismo sad rješavali neku veću jednadžbu, napravit ćemo
mali, istina umjetan, primjer. Promotrimo jednadžbu x = 1. Ona ima
samo jedno rješenje, broj 1. No, pravimo se nevješti i transformirajmo je
u drugu jednadžbu na ispravan način (s obje strane uradimo isto), tako
da je kvadriramo. Dobit ćemo jednadžbu x2 = 1 koja ima dva rješenja,
brojeve 1 i -1. Ovdje ništa nije pogrešno. Primijetimo da smo kvadrirali
jednadžbu x = −1 opet bismo dobili ovu jednadžbu. Zato ona mora u sebi
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sadržavati i rješenje te jednadžbe, broj -1. Transformirajući jednadžbe na
ispravan način samo osiguravamo da se rješenja početne jednadžbe nalaze
med̄u rješenjima završne jednadžbe, koja može imati i drugih rješenja.
Zato, ako nam iz neke teorije ne slijedi da završna jednadžba nema
drugih rješenja, moramo provjeriti, uvrštavanjem u početnu jednadžbu,
koja od tih rješenja su i rješenja početne jednadžbe. Ovo vrijedi i za
rješavanje nejednadžbi ili bilo kakvih drugih uvjeta, kada se oni ispravnim
razmišljanjem transformiraju u druge uvjete kojima znamo rješenja.

Kad netko kaže da će položiti Matematiku samo ako bude učio svaki dan
jasno je da on pod tim misli da je neće položiti ako ne bude učio svaki dan (to
bi trebalo biti značenje riječi ’samo’). Ali misli li i da će je položiti ako bude
učio svaki dan (to bi trebalo biti značenje riječi ’ako’)? O tome su podijeljena
mišljenja. Neki misle da ’samo ako’ znači jedino prvu tvrdnju a drugi da
znači obje tvrdnje. Zato jedni smatraju da bi za obje tvrdnje trebalo koristiti
izraz ’ako i samo ako’, dok drugi misle da je dovoljno reći ’samo ako’ jer smo
time rekli i ’ako’. Ovdje ćemo se držati ovog drugog dogovora. Smatrat ćemo
da ’samo ako’ obuhvaća obje tvrdnje i da umjesto toga možemo koristiti i
izraz ’upravo onda kada’ a da su ’ako i samo ako’ i upravo onda kada i nikada
više’ samo redundantne verzije tih izraza. U svakom slučaju, smatramo da
je ’A samo ako B’ istinito jedino kad A i B imaju jednaku istinitost. To
prenosimo i na odgovarajući veznik ’↔’ u umjetnom jeziku:

α β α↔β

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Jednostavno pravilo za računanje istinitosti rečenice α↔β: ispitujemo je li
istinitost prve tvrdnje jednaka istinitosti druge tvrdnje, ako jeste (istina je)
stavljamo 1, a ako nije (laž je) stavljamo 0 (npr. je li 0 = 0, da, dakle 1).

Rečenicu α↔ β nazivamo bikondicionalom rečenica α i β. I njena
upotreba u elementarnoj matematici je vezana za rješavanje jednadžbi.
Jedan način da smo sigurni da u rješavanju jednadžbi nismo dobili višak
rješenja je da u svakom koraku provjerimo da li iz nove jednadžbe možemo
dobiti staru. Takve jednadžbe onda imaju ista rješenja i nazivamo ih
ekvivalentnim jednadžbama. Ako u svakom koraku dobivamo ekvivalentnu
jednadžbu tad je početna jednadžba P(x) ekvivalentna završnoj Z(x), tj.
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vrijedi da je P(x)↔ Z(x) i tad znamo da su sva rješenja završne jednadžbe
ujedno i sva rješenja početne jednadžbe. Isto vrijedi i za nejednadžbe ili
općenito uvjete. Tako smo mi npr., mada to nismo i eksplicitno naveli, riješili
nejednadžbu x2 < x tako da smo je sveli na ekvivalentni uvjet 0 < x < 1.

Primjer 2.2.1. Ispitajmo istinitost sljedećih rečenica:

a) 1+1 = 2 ∧ 2+1 = 4

b) 1+1 = 2 ∨ 2+1 = 4

c) 1+1 = 2 → 2+1 = 4

d) 1+1 = 2 ↔ 2+1 = 4

Rješenje: a) Rečenica je lažna jer je drugi član lažan

b) Rečenica je istinita jer je prvi član istinit

c) Rečenica je lažna jer je uvjet istinit a glavna rečenica lažna

d) Rečenica je lažna jer je prva rečenica istinita a druga lažna

Y

Navedene tablice istinitosti nam omogućuju da odredimo istinitost
složene rečenice pomoću rečenica od kojih su složene. Tako, ako zadamo
istinitost atomarnih rečenica moći ćemo vrednovati istinitost rečenica koje
od njih konstruiramo, zatim i istinitost rečenica koje konstruiramo od tih
već vrednovanih rečenica, itd. Istinitost atomarnih rečenica možemo zadati
proizvoljno. Kad im dodijelimo istinitost kažemo da smo jeziku zadali
interpretaciju. Još govorimo o modelu jezika ili, malo slobodnije, o
mogućem svijetu za taj jezik. Npr. atomarne rečenice A i B u jednoj
interpretaciji, odnosno modelu ili mogućem svijetu će biti obje istinite,
dok će u drugoj intepretaciji prva biti npr. istinita a druga lažna. Malo
formalnije, interpretacija jezika je funkcija M (M od ’model’) koja svakoj
atomarnoj rečenici α pridružuje 0 ili 1, koju označavamo M(α). Još kažemo
da je M funkcija sa skupa AR atomarnih rečenica u nule i jedinice i
pišemo: M ∶ AR → {0,1} (pojam funkcije ćemo detaljno analizirati poslije
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u cjelini 4.4.1). Iz navedenog je jasno da za zadanu interpretaciju postoji
jedinstvena funkcija koja svakoj rečenici pridružuje 0 ili 1, takva da se
podudara s interpretacijom na atomarnim rečenicama i za nju vrijede
navedena semantička pravila za veznike. Tu funkciju zovemo istinitost
rečenice jezika veznika u danoj interpretaciji. Pokažimo na primjeru kako
je danom interpretacijom preko tablica istinitosti odred̄ena istinitost svake
rečenice:

Primjer 2.2.2. Ispitajmo istinitost rečenice (B∧¬A)→ (¬B∨A) u interpre-
taciji A↦ 0, B↦ 0.

Rješenje: Napravimo stablo izvoda rečenice. Pomoću njega možemo,
počevši od listova, vrednovati složenije dijelove pomoću vrijednosti dijelova
od kojih su složeni, dok na kraju ne vrednujemo cijelu rečenicu koja se
nalazi u korijenu stabla. Niže su prikazani koraci vrednovanja:

1.
(B∧¬A)→ (¬B∨A)

B∧¬A

B↦ 1 ¬A

A↦ 0

¬B∨A

¬B

B↦ 1

A↦ 0

2.
(B∧¬A)→ (¬B∨A)

B∧¬A

B↦ 1 ¬A↦ 1

A↦ 0

¬B∨A

¬B↦ 0

B↦ 1

A↦ 0

3.
(B∧¬A)→ (¬B∨A)

B∧¬A↦ 1

B↦ 1

¬A↦ 1

A↦ 0

¬B∨A↦ 0

¬B↦ 0

B↦ 1

A↦ 0

4.
(B∧¬A)→ (¬B∨A)↦ 0

B∧¬A↦ 1

B↦ 1 ¬A↦ 1

A↦ 0

¬B∨A↦ 0

¬B↦ 0

B↦ 1

A↦ 0

Y
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Primjer 2.2.3. Ispitajmo istinitost rečenice A ∨¬(B → C) → ¬(C ∧¬A) u
interpretaciji A↦ 1, B↦ 0, C↦ 1.

Rješenje: A∨¬(B→C)→¬(C∧¬A)↦ 1

A∨¬(B→C)↦ 1

A↦ 1 ¬(B→C)↦ 0

B↦C↦ 1

B↦ 0 C↦ 1

¬(C∧¬A)↦ 1

C∧¬A↦ 0

C↦ 1 ¬A↦ 0

A↦ 1

Y

Booleovi uvjeti u programskim jezicima su veoma važni za kontrolne
strukture, npr. za kontrolnu strukturu if <Booleov uvjet> then S
else T. Booleovi uvjeti su rečenice jezika veznika kojem su atomarne
rečenice tipa jednakosti ili usporedbe dva programska izraza (npr. i < 10).
Ovakva kontrolna struktura odred̄uje daljnji tok izvršenja programa. Pri
izvršenju programa računa se istinitost Booleove rečenice i na osnovi toga
se odred̄uje daljnji postupak: ako je istinita vrši se S ako ne vrši se T.

Napomenimo da postoje situacije u kojima nisu ispunjene pretpostavke
upotrebe ovako opisanog jezika. Uzmimo npr. sljedeću rečenicu:

Druga uokvirena rečenica na ovoj stranici je istinita.

Da bismo vidjeli je li ova rečenica istinita, moramo pogledati drugu uok-
virenu rečenicu na ovoj stranici. Kad bi to bila rečenica 3 < 5 tad bi naša
rečenica bila istinita, a kad bi to bila rečenica 3 > 5 tad bi naša rečenica bila
lažna. Ali to je rečenica:

Prva uokvirena rečenica na ovoj stranici je lažna.

Pretpostavimo da je prva uokvirena rečenica istinita. Tad je istina što
ona govori, pa je i druga uokvirena rečenica istinita. Tad je istina i što
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ona govori, pa je prva uokvirena rečenica lažna. Dobili smo kontradikciju.
Dakle, prva uokvirena rečenica je lažna. Ali tad je laž što ona govori,
pa je druga uokvirena rečenica lažna. Tad je laž i što ona govori, pa je
prva uokvirena rečenica istinita. Tako smo opet dobili kontradikciju, pa
prva uokvirena rečenica ne može biti ni lažna. Dobili smo rečenicu kojoj
ne možemo pridružiti istinitosnu vrijednost. Jezici koje ćemo proučavati u
ovoj knjizi su jezici tzv. klasične logike. Pretpostavljamo da sve atomarne
rečenice imaju istinitosnu vrijednost, i na toj osnovi možemo jednoznačno
odrediti istinitosnu vrijednost složenijih rečenica. Većina situacija upotrebe
jezika, pogotovo u znanosti, je tog tipa. Med̄utim, postoje situacije, poput
prethodno opisane, u kojima istinitost atomarnih rečenica ovisi o istinitosti
složenijih rečenica kojima su te atomarne rečenice sastavni dio. Tad se
može desiti da ne možemo, po klasičnim uputama za odred̄enje istinitosti,
odrediti na konzistentan ili jednoznačan način istinitost takvih rečenica.
Takve situacije nisu nerealne. One se dešavaju u svakodnevnom jeziku, ali
i u bazama znanja, kad imamo rečenice koje referiraju na istinitost drugih
rečenica. Da bismo opisali takve situacije potreban nam je drugačiji jezik
sa drugačijom semantikom. Takvim neklasičnim jezicima se u ovoj knjizi
nećemo baviti.

2.3 Logička istina, logička laž i ispunjivost

Pomoću stabla izvoda rečenice možemo odrediti njenu istinitost u danoj
interpretaciji (mogućem svijetu). Ujedno provjerimo je li to uopće rečenica.
Ako pak znamo da je to rečenica tad je jednostavnije računati njenu
istinitost tako da ispod svakog veznika napišemo istinitost rečenice kojoj
je on glavni veznik. Redom računajući istinitosti dijelova i potpisujući ih
ispod glavnih veznika dobit ćemo istinitost cijele rečenice.

Primjer 2.3.1. Izračunajmo istinitost rečenice (A ∧ ¬B) → (B ↔ A) u
interpretaciji A↦ 0, B↦ 1.

Rješenje: Postepeno računamo istinitost složenijih dijelova iz istinitosti
dijelova od kojih su složeni:
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A ∧ ¬ B → (B ↔ A)
0 1 1 0
A ∧ ¬ B → (B ↔ A)
0 0 1 1 0 0
A ∧ ¬ B → (B ↔ A)
0 0 0 1 1 0 0
A ∧ ¬ B → (B ↔ A)
0 0 0 1 1 1 0 0

Y

Na isti način možemo paralelno računati istinitost rečenice u svim inter-
pretacijama. Npr. za prethodnu rečenicu postoje 4 različite interpretacije
(kombiniramo dvije mogućnosti interpretacije atomarne rečenice A i dvije
mogućnosti interpretacije atomarne rečenice B). Kao i u prethodnom pri-
mjeru računat ćemo postepeno istinitost rečenice u svim interpretacijama.
Na kraju ćemo dobiti sljedeću tablicu:

A B A ∧ ¬ B → (B ↔ A)
0 0 0 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1 1 0 0
1 0 1 1 1 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 1 1 1 1 1

↓
ulazni stupci izlazni stupac

Ovu tablicu nazivamo tablica istinitosti rečenice. U njoj se vidi istinitost
rečenice u svim mogućim svijetovima. Svaki redak odgovara jednom svijetu.
Npr. u trećem retku ulazni stupci kažu koja je to interpretacija A → 1,
B → 0, a izlazni stupac da je u njoj rečenica lažna. Pošto je ona u
svim ostalim interpretacijama istinita (u izlaznom stupcu su sve ostale
vrijednosti jedinice) možemo sagledati kakvu informaciju o svijetu nosi ova
rečenica: Ona kaže da se ne može desiti da je A istinito i B lažno.

Primjer 2.3.2. Napravimo tablicu istinitosti za rečenicu ¬(A∨(B→ A)).

Rješenje:

A B ¬ (A ∨ (B → A))
0 0 0 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1
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Iz tablice vidimo da nam istinitost te rečenice posve odred̄uje interpretaciju
(drugi redak). Rečenica kaže da je u svijetu u kojem je ona istinita A lažno
i B istinito. Y

Primjer 2.3.3. Napravimo tablicu istinitosti za rečenicu (A ∨ ((B∧C))→
¬B∨C.

Rješenje: Sad imamo više interpretacija. Za svaku od atomarnih rečenica
imamo dvije mogućnosti interpretiranja. To znači da ukupno imamo 2 ⋅2 ⋅
2 = 8 interpretacija. Njih možemo sistematski izlistati kako je pokazano u
tablici istinitosti:

A B C (A ∨ ((B∧C)) → ¬B ∨ C
0 0 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1 1 1 0
1 0 1 1 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 0 1 1

Sve mogućnosti smo izlistali tako da smo za prvu atomarnu rečenicu uzeli
četiri nule pa četiri jedinice, za drugu po dvije nule i dvije jedinice, a za
treću po jednu nulu i jednu jedinicu. Takod̄er, u ovoj tablici nismo ispod
svih atomarnih rečenica pisali njihove vrijednosti jer je to često nepotrebno
prepisivanje. Pisali smo vrijednosti ispod atomarnih rečenica onda kad smo
bili mišljenja da to daje bolju preglednost postupku. Tako ćemo i ubuduće
raditi. Primijetimo da ova rečenica kaže o svijetu da ne može biti da su A i
B istinite, a C lažna. Y

Prethodni utjecaj povećanja broja atomarnih rečenica na veličinu tablice
istinitosti možemo poopćiti. Ako neka rečenica ima n atomarnih rečenica
tad ona ima 2n interpretacija. Tablicu bismo sastavili tako da bismo u
stupcu koji pripada prvoj atomarnoj rečenici napisali prvo 2n−1 nula pa
2n−1 jedinica. Za drugu atomarnu rečenicu bismo pisali po 2n−2 nula i
2n−2 jedinica, itd. Tako bismo npr. za rečenicu s 4 atomarne rečenice imali
tablicu s 24 = 16 redaka. U prvom stupcu bismo imali osam nula pa osam
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jedinica. U drugom bismo stupcu pisali po četiri nule pa po četiri jedinice,
u trećem po dvije nule i dvije jedinice, a u četvrtom po jednu nulu i jednu
jedinicu. Mada u pojedinom koraku računanje nije ništa teže, zbog velike
količine koraka ograničit ćemo se na rečenice s najviše 3 atomarne rečenice.
Npr. za rečenicu s 10 atomarnih rečenica trebali bismo tablicu s 210 = 1024
redaka što je posao za računalo. Primijetimo da s povećanjem atomarnih
rečenica eksponencijalno raste broj redaka. Za takve algoritme kažemo
da su eksponencijalno složeni, i oni su kod većeg broja ulaza čak i za
računala praktično neizračunljivi. Naime, odlika eksponencijalne funkcije
f (n) = an za bazu a veću od 1 je da nakon nekog n počinje strahovito
brzo rasti. Npr. ako bi računalo za svaki redak tablice potrošilo jednu
mikrosekundu trebalo bi mu oko jedne sekunde da napravi tablicu istine za
rečenicu s 20 atomarnih rečenica, oko 18 minuta za rečenicu s 30 atomarnih
rečenica, oko 12 dana za rečenicu sa 40 atomarnih rečenica, oko 36 godina
za rečenicu s 50 atomarnih rečenica, itd.

Primjer 2.3.4. Napravimo tablicu istinitosti za rečenicu (A∨B)∧¬A→B.

Rješenje:

A B (A∨B) ∧ ¬A → B
0 0 0 0 1 1 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1 1

Y

Vidimo da je rečenica (A ∨B)∧¬A → B istinita u svim svjetovima. Njena
istinitost ne ovisi o tome kakav je stvaran svijet, već je ona istinita po samoj
svojoj konstrukciji, odnosno po smislu veznika koji su u njoj prisutni. Zbog
toga za takve rečenice koje su istinite u svim interpretacijama kažemo da
su logičke istine ili tautologije. Mada su one totalno neinformativne jer
ništa specifično ne govore o stvarnom svijetu, za logiku su veoma značajne.
Npr. jednostavnija takva rečenica je A ∨¬A. Ona, malo slobodnije rečeno,
kaže da je svaka rečenica istinita ili lažna. Tu logičku istinu zovemo logički
zakon isključenja trećeg. Npr. ako želite da vas pas posluša dok leži samo
mu naredite ”Ustani ili ne ustani”.

Na sasvim drugom kraju su rečenice koje su u svim svjetovima lažne. Za
rečenicu koja je u svim interpretacijama lažna kažemo da je logička laž ili
kontradikcija. Takva je na primjer rečenica A∧¬A.
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Primjer 2.3.5. Ispitajmo je li rečenica (A→B)∧(A∧¬B) kontradikcija.

Rješenje: Odgovor će nam dati njena tablica istinitosti:

A B (A→B) ∧ (A ∧ ¬B)
0 0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0 0

Dakle, to je logička laž. Y

Ako je rečenica u barem jednom svijetu istinita tad kažemo da je
ispunjiva ili zadovoljiva.

Pojmovi logičke istine logičke laži i ispunjivosti su med̄usobno povezani.
Npr, rečenica α je logička istina samo ako je ¬α logička laž. Isto tako je α
logička laž samo ako α nije ispunjiva.

Isto tako možemo govoriti i o ispunjivosti skupa rečenica. Kažemo da je
skup rečenica ispunjiv ili zadovoljiv ako postoji interpretacija u kojoj
su sve rečenice iz tog skupa istinite.

Primjer 2.3.6. Je li ispunjiv skup rečenica {A∨B, A∨¬B,¬A}?

Rješenje: Napravit ćemo tablicu istinitosti za sve tri rečenice i vidjeti
postoji li redak (svijet) u kojem su sve tri istinite:

A B A∨B A ∨ ¬B ¬A
0 0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0

Iz tablice vidimo da ne postoji svijet u kojem su sve tri rečenice istinite.
Dakle, taj skup rečenica nije ispunjiv. Y

Sa ispitivanjem je li rečenica ispunjiva, tzv. SAT problemom (’SAT’
od engleske riječi satisfiability = zadovoljivost), povezano je danas najzna-
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čajnije pitanje u teoriji računarstva za kojeg još nema odgovora. Tablice
istinitosti daju algoritam za rješavanje SAT problema ali taj algoritam
je eksponencijalno složen u smislu da u najgorem slučaju, kad rečenica
nije ispunjiva ili se tek u zadnjem retku pojavi ispunjivi svijet, vrijeme
izvršenja eksponencijalno raste s brojem atomarnih rečenica. Bilo bi puno
bolje kad bi algoritam bio polinomno složen, tj. kad bi vrijeme rada u
najgorem slučaju polinomno ovisilo o broju atomarnih rečenica (npr. kao
n2+10n). Takvi algoritmi su i za jako velik broj ulaza još uvijek praktično
izračunljivi. Probleme za koje postoje polinomni algoritmi koji ih rješavaju
zovemo P problemi (P za polinomno). Za problem ispunjivosti rečenice se
ne zna postoji li takav algoritam. Med̄utim, kad nam netko ponudi rješenje,
svijet za kojeg tvrdi da je u njemu rečenica ispunjiva, lako je to provjeriti.
Samo trebamo izračunati jedan redak tablice, a to sigurno možemo uraditi
u polinomnom vremenu. Za probleme za koje postoji polinomna provjera
kažemo da su NP problemi. Kratica NP dolazi od izraza ’nedeterministički
polinomno’ jer bismo problem mogli riješiti u polinomnom vremenu na način
da za sve moguće ulaze paralelno (recimo svaki ulaz na zasebnom računalu)
provjeravamo jesu li rješenja. Jasno je da je svaki P problem ujedno i
NP problem, jer ako je problem P problem, ponud̄eno rješenje možemo
provjeriti u polinomnom vremenu tako da pustimo polinomni algoritam
da riješi problem i dobijeno rješenje usporedimo s predloženim rješenjem.
No danas se ne zna vrijedi li obrat, jesu li svi NP problemi ujedno i P
problemi (P = NP hipoteza ) ili postoje NP problemi koji nisu i P problemi
((P ≠ NP hipoteza)). Problem zadovoljivosti je ključan za odgovor jer se
pokazalo da ako je on P problem tad vrijedi P = NP, a ako nije tad to ne
vrijedi (naravno, tada je sam SAT problem kontraprimjer). To je danas
ključno pitanje teorijskog računarstva zbog šifriranja informacija. Naime,
smisao šifrirane informacije jest da će onaj tko ima tzv. ključ za dešifriranje
(komad informacije potreban za dešifriranje) brzo dešifrirati šifru, a onaj
tko nema ključ, teško će to uraditi. Ono što razlikuje dobru šifru od loše
je da je za dobru šifru, ako se ne zna ključ šifre, potrebno eksponencijalno
vrijeme, dakle godine za dešifriranje. Med̄utim, ako nam netko da rješenje
šifre, njen ključ, tad ćemo je brzo, u polinomnom vremenu dešifrirati.
Tako je dešifriranje primjer NP problema za kojeg se nadamo da nije i P
problem. Kad bi vrijedilo da je P = NP, tj kad bi našli polinomni algoritam
za SAT problem, to bi značilo da se sve šifre daju brzo dešifrirati, i naš
svijet, isprepleten elektroničkom komunikacijom informacija, bitno bi se
promijenio. Med̄utim, iako nema dokaza, vjeruje se da ipak P ≠ NP, tj.
da za moderna šifriranja ne postoje polinomni algoritmi dešifriranja, i da se
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svijet, barem što se tiče sigurnosti šifriranja, neće bitno mijenjati.

2.4 Logička ekvivalentnost

Kad smo u Primjeru 2.3.2. dobili tablicu istinitosti za rečenicu ¬(A ∨
(B→ A)) vidjeli smo da je ona istinita jedino kad je A lažna i B istinita, tj.
da nam ona govori da u svijetu u kojem ona vrijedi nije A i jeste B. Ali to
nam direktno govori i rečenica ¬A ∧B. Rečenice ¬(A ∨ (B → A)) i ¬A ∧B
u svakom svijetu imaju istu istinitost, ili su obje lažne ili su obje istinite.
Informacija o svijetu koju nosi jedna rečenica identična je informaciji o
svijetu koju nosi druga rečenica. Možemo reći da one govore istu stvar
na razne načine. Za rečenice α i β kažemo da su logički ekvivalentne
i pišemo α ≡β ako imaju jednaku istinitost u svim interpretacijama.

Primjer 2.4.1. Jesu li rečenice A→B i ¬B→¬A logički ekvivalentne?

Rješenje: Napravit ćemo tablicu istinitosti za obje rečenice i usporediti im
istinitosti:

A B A→B ¬B → ¬A
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 0

U svakom svijetu imaju istu vrijednost pa su one logički ekvivalentne. Y

Ilustrirajmo na prethodnom primjeru u kojem smislu obje rečenice
opisuju istu situaciju. Promotrimo dva skupa točaka A i B. Rečenici "Ako
je točka u skupu A tada je i u skupu B." odgovara sljedeća situacija:
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A

B

 

 

  

  

Ali istu situaciju možemo opisati rečenicom "Ako točka nije u skupu B tada
nije ni u skupu A."

Primijetimo da je metoda dokaza kontrapozicijom tvrdnje A→B u stvari
metoda direktnog dokaza njene kontrapozicije ¬B→ ¬A (koja joj je logički
ekvivalentna).

Pomoću tablica istinitosti možemo se uvjeriti i u sljedeće logičke ekviva-
lentnosti:

1. ¬¬α ≡α

2. ¬(α∧β) ≡¬α∨¬β (De Morganov zakon)

3. ¬(α∨β) ≡¬α∧¬β (De Morganov zakon)

4. ¬(α→β) ≡α∧¬β

5. ¬(α↔β) ≡ (α∧¬β)∨(¬α∧β)

One nam kažu kako možemo negaciju rečenice "uvući" u njene dijelove.
Pogledajmo na jednom primjeru kako pomoću tih ekvivalencija možemo
negaciju napisati tako da imamo samo negacije atomarnih rečenica:

¬(¬A∨(B→¬C)) 3.≡ ¬¬A∧¬(B→¬C) 1.,4.≡ A∧(B∧¬¬C) ≡ A∧(B∧C)

Na ovom primjeru se možemo osvjedočiti da ovakvim uvlačenjem negacije
na atomarne rečenice obično dobijemo logički ekvivalentnu rečenicu koja je
jednostavnija za razumjeti. U ovom primjeru smo vidjeli da rečenica ¬(¬A∨
(B→¬C)) ne kaže ništa drugo o svijetu nego da su ispunjeni i A i B i C.
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Primjer 2.4.2. Prevedimo negaciju ¬(A ∧ (¬B∨C)) u logički ekvivalentnu
rečenicu u kojoj su negacije samo na atomarnim rečenicama.

Rješenje: ¬(A∧(¬B∨C)) 2.≡ ¬A∨¬(¬B∨C) 3.≡ ¬A∨(¬¬B∧¬C) 1.≡ ¬A∨(B∧¬C)
Y

Postoje i druge logičke ekvivalentnosti koje nam pomažu u pojednostav-
njivanju izražavanja. Npr. pomoću tablica istinitosti se može dokazati i da
je

α∧(β∧γ) ≡ (α∧β)∧γ

α∨(β∨γ) ≡ (α∨β)∨γ

Zato kad imamo više konjunkcija ne pišemo zagrade već α∧β∧γ, a isto tako
za više disjunkcija ne pišemo zagrade već α∨β∨γ.

Zamjenjujući u rečenici njene dijelove logički ekvivalentnim dijelovima
dobivamo rečenice koje su logički ekvivalentne početnoj, obično sa ciljem
da je pojednostavnimo. Ovaj postupak sliči sred̄ivanju algebarskih izraza
(tamo transformiramo izraze u njima ekvivalentne u smislu da za svako
vrednovanje varijabli oba izraza daju istu vrijednost). Samo su pravila
sred̄ivanja drugačija. Njih je publicira George Boole (1815 - 1864) u
svom radu An investigation of the laws of thought 1854. godine, u
kojem je pokušao (i jednim dijelom uspio) svesti razmišljanje na računanje.
Pravila tog računanja s rečenicama, u kojem pojednostavnjujemo misli a
ne algebarske izraze nazivamo Booleova algebra. To je bio prvi primjer
algebre drugačije od one s brojevima i kao takav je zajedno s pojavom
neeuklidskih geometrija oslobodio matematičko razmišljanje. Prekinuto
je s dotadašnjim vjerovanjem da se matematika bavi vječnim istinama o
brojevima i prostoru i dana joj je sloboda da modelira bilo kakve ljudske
zamisli, odgovarale one ”vječnim istinama” ili ne. Ta promjena osnovnih
zamisli o ulozi matematike dovela je do prave revolucije i dotad neslućenog
procvata matematike koji još i danas traje. Mada mi nećemo sistematski
koristiti Booleovu algebru, zbog njene važnosti susrest ćemo se s njom na
više mjesta u ovoj knjizi, pa je red da ovdje navedemo njena pravila u formi
algebre rečenica (poslije ćemo je upoznati i u drugim formama). Pri tome
ćemo koristiti oznaku T za bilo koju logičku istinu (npr. ¬A∨B) a oznaku F
za bilo koju logičku laž (npr. ¬A∧B)



64 2. Logički jezik veznika

Zakoni Booleove algebre

asocijativnost
α∨(β∨γ) ≡ (α∨β)∨γ α∧(β∧γ) ≡ (α∧β)∧γ

komutativnost
α∨β ≡β∨α α∧β ≡β∧α

distributivnost
α∨(β∧γ) ≡ (α∨β)∧(α∨γ) α∧(β∨γ) ≡ (α∧β)∨(α∧γ)

apsorptivnost
α∨(α∧β) ≡α α∧(α∨β) ≡α

komplementiranje
α∨¬α ≡T α∧¬α ≡ F

neutralnost
α∨F ≡α α∧T ≡α

anihiliranje
α∨T ≡T α∧F ≡ F

idempotentnost
α∨α ≡α α∧α ≡α

involutivnost
¬¬α ≡α

De Morganovi zakoni
¬(α∨β) ≡¬α∧¬β ¬(α∧β) ≡¬α∨¬β

Primijetimo da pravila dolaze u parovima u kojima su zamijenjena
mjesta veznika ∨ i ∧. To ima za posljedicu da uvijek kad utvrdimo neku
logičku ekvivalentnost sastavljenu od ¬, ∧ i ∨, možemo zamijeniti mjesta ∨
i ∧ i dobit ćemo novu logičku ekvivalentnost. Ovo svojstvo Booleove algebre
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zovemo princip dualnosti.

Netko može upitati zašto nije navedeno još logičkih ekvivalencija. Raz-
log tome je da se sve logičke ekvivalencije med̄u rečenicama sastavljenim od
veznika ¬, ∧ i ∨ i konstanti F i T mogu izvesti iz navedenih ekvivalencija
na isti način kako se izvode algebarske jednakosti o realnim brojevima
i kako smo u prethodnim primjerima dokazivali logičku ekvivalentnost
rečenice s rečenicom kojoj su negacije jedino na atomarnim formulama.
Štoviše, za to nam ne trebaju ni sve navedene logičke ekvivalencije,
već samo asocijativnost, komutativnost, distributivnost, apsorptivnost i
komplementiranje. Naime, preostale ekvivalencije se mogu izvesti iz njih.
Specijalno, logičke ekvivalencije oblika α ≡ T kažu da je α logička istina, a
α ≡ F da je α logička laž, pa pomoću Booloeove algebre možemo dobiti i sve
logičke istine i laži.

U Booleovoj algebri nema ostalih veznika jer ćemo sada vidjeti da se svi
ostali veznici mogu izraziti pomoću ¬, ∧ i ∨. Već smo vidjeli da je ¬(α→β) ≡
α∧¬β. Pomoću Booleove algebre sad možemo i kondicional tako izraziti:

α→β ≡¬¬(α→β) ≡¬(α∧¬β) ≡¬α∨¬¬β ≡¬α∨β

Dakle, α→β ≡¬α∨β.

Jasno nam je po samom smislu bikondicionala da je α↔ β ≡ (α→ β)∧
(β→ α), a što možemo i dokazati pomoću tablica istinitosti. Zamijenimo li
kondicional po prethodnoj ekvivalenciji dobit ćemo da je

α↔β ≡ (¬α∨β)∧(¬β∨α)

Iz istih razloga nismo u jezik uveli ni druge veznike. Promotrimo na primjer
već spomenuti veznik "isključivo ili". Smatramo da je "ili α ili β" istinita
rečenica kad je točno jedna od rečenica α i β istinita. Zato u umjetnom
jeziku uvodimo odgovarajući veznik ⩔ sljedećom tablicom

α β α⩔β

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0
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I ovaj veznik možemo opisati pomoću ¬, ∧ i ∨. Da je ili α ili β znači da je α
ili β i da nisu oboje. Tako smo i ovaj veznik izrazili na logički ekvivalentan
način (da je to zaista logička ekvivalencija možete provjeriti pomoću tablica
istinitosti):

α⩔β ≡ (α∨β)∧¬(α∧β)

No postoji li neki sistematski način da za bilo koji veznik utvrdimo možemo
li ga napisati kao kombinaciju postojećih veznika? Prvo trebamo precizirati
što nam je veznik u postojećem jeziku. Uloga veznika u umjetnom jeziku je
u konstrukciji nove rečenice od postojećih rečenica. Značenje konstrukcije
je posve odred̄eno funkcijom koja kaže kako istinitost složene rečenice ovisi
o istinitosti rečenica od kojih je složena. Dakle, svaka takva funkcija
odred̄uje jedan veznik. Npr. zadat ćemo novi veznik n sljedećom tablicom
(funkcijom):

α β αnβ
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 0

Da bismo ovu rečenicu prikazali pomoću ¬, ∧ i ∨ analizirajmo kad je istinita.
Ona je istinita kad su α i β lažne (prvi redak) ili kad je α lažna a β istinita
(drugi redak). Ona tako kaže da je (¬α∧¬β)∨(¬α∧β). Tako smo je preveli
u traženu logički ekvivalentnu formu (pomoću tablica istinitosti možemo
provjeriti da je prijevod ispravan):

αnβ ≡ (¬α∧¬β)∨(¬α∧β).

Isti postupak smo mogli primijeniti na isključivo ili. Pogledamo u tablici
istinitosti kad je α⩔β: kad je α istinita i β lažna (drugi redak) ili kad je α
lažna i β istinita (treći redak). Dakle:

α⩔β ≡ (α∧¬β)∨(¬α∧β).

Iz ovog sadržajnog razmišljanja lako možemo izvesti jednostavni for-
malni postupak kojim svaki veznik možemo prikazati pomoću veznika ¬, ∧ i
∨. Za svaki svijet (redak) u kojem je rečenica kojoj je taj veznik glavni veznik
istinita (vrijednost joj je 1) napravimo od atomarnih rečenica ili njihovih
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negacija konjunkciju. Pri tome u konjunkciju stavimo atomarnu rečenicu
ako je ona u tom svijetu (retku) istinita (ima vrijednost 1), odnosno njenu
negaciju ako je lažna (ima vrijednost 0). Disjunkcija ovih konjunkcija logički
je ekvivalentna toj rečenici. Nju zovemo disjunktivnom normalnom
formom rečenice.

Primjer 2.4.3. Nad̄imo disjunktivnu normalnu formu za veznik x zadan
sljedećom tablicom:

A B C x(A,B,C)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

Rješenje: U prirodnom jeziku veznici su binarni, spajamo njima dvije re-
čenice. U umjetnom jeziku možemo svakom tablicom istinitosti (funkcijom
koja nule i jedinice prebacuje u nule i jedinice) zadati veznik koji obično
nema analoga u prirodnom jeziku. Iz tablice istinitosti za veznik x možemo
uočiti da je x(A,B,C) istinita kad je točno jedna od atomarnih rečenica
istinita, pa bismo ga mogli prevesti kao "ili A ili B ili C". Prvoj jedinici
odgovara konjunkcija ¬A∧¬B∧C, drugoj ¬A∧B∧¬C, a trećoj A∧¬B∧¬C.
Tako je x(A,B,C) logički ekvivalentna rečenici (¬A ∧¬B ∧C)∨ (¬A ∧B ∧
¬C)∨(A∧¬B∧¬C). Y

Postojanje disjunktivne normalne forme za svaku tablicu istinitosti kaže
da jezik ne treba više veznika pored ¬, ∧ i ∨. Svaku rečenicu sastavljenu
od drugih veznika možemo izreći na logički ekvivalentan način pomoću
rečenice sastavljene od veznika ¬, ∧ i ∨. Drugim riječima sve druge veznike
možemo definirati pomoću ovih veznika. Naravno, to da ne moramo imati
druge veznike ne znači i da ih nećemo imati, pogotovo one koji imaju analog
u prirodnom jeziku, poput → i ↔. Samo, kad se javi potreba za takvim
veznikom, uvest ćemo ga u jezik odgovarajućom definicijom koja posve
precizira njegovu upotrebu.
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Za skup veznika pomoću kojih se mogu prikazati svi drugi veznici (dobiti
sve tablice istinitosti) kažemo da je potpun skup veznika.

Disjunktivna normalna forma

Rečenica sastavljena od bilo kojih veznika logički je ekvivalentna
disjunktivnoj normalnoj formi, pa je skup veznika {¬,∧,∨} potpun.

Ovaj teorem, mada rješava naizgled jedno čisto logičko pitanje, ima zna-
čajne posljedice za računarstvo. Nama su veznici sredstva konstruiranja
novih rečenica, ali i vrednovanja istinitosti tih rečenica na osnovi istinitosti
rečenica koje se koriste u slaganju. Tako se iza svakog veznika nalazi
jedna funkcija koja preslikava nule i jedinice u nule i jedinice (nule i
jedinice jednom riječju zovemo bitovi). Npr. s veznikom ∨ imamo povezanu
operaciju ∨ koja par bitova prebacuje u bit na način kako je to zadano
tablicom istinitosti veznika ∨. Tako je npr. 0∨1 = 1. Pri tome koristimo
istu oznaku ∨ i za operaciju koja djeluje na bitovima i za veznik koji djeluje
na rečenice. Nije baš korektno razne stvari jednako označavati, ali to
je jednostavnije, uvriježilo se i iz konteksta je jasno na što se misli, na
operaciju ili na veznik. Isto je i sa svakim drugim veznikom. Analogno
brojevima gdje imamo brojeve i operacije s brojevima, sada imamo bitove
i operacije s bitovima. Kao što možemo računati aritmetičke izraze tako i
ovdje možemo računati boolovske izraze. Na primjer

¬(0∧¬(1∨0)) =¬(0∧¬1) =¬(0∧0) =¬0 = 1

Kao što postoje algebarski zakoni za brojeve npr. da je a⋅b = b⋅a, tako postoje
i zakoni za ove operacije. Svaku logičku ekvivalentnost možemo prevesti u
jedan takav zakon. Ako uvedemo dogovor da ćemo za varijable koje "idu"
po bitovima koristiti mala slova abecede tad npr. logičke ekvivalentnosti
A∧(B∨C) ≡ (A∧B)∨(A∧C) i A∨(B∧C) ≡ (A∨B)∧(A∨C) prelaze u zakon
distributivnosti za ove operacije

a∧(b∨ c) = (a∧b)∨(a∧ c)

a∨(b∧ c) = (a∨b)∧(a∨ c)
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Logička ekvivalentnost kaže da ćemo dobiti isto računali vrijednost jedne
rečenice i računali vrijednost druge rečenice. Dakle, oba računa s bitovima
daju isti bit, tj. vrijedi odgovarajući algebarski zakon. Neki od zakona ove
algebre posve odgovaraju zakonima za brojeve, npr. zakoni komutativnosti
i asocijativnosti

a∧b = b∧a a∨b = b∨a
a∧(b∧ c) = (a∧b)∧ c a∨(b∨ c) = (a∨b)∨ c

dok su neki zakoni posve drugačiji, npr. zakon idempotentnosti

a∧a = a a∨a = a

Vrijednosti 0 i 1 imaju ulogu donekle sličnu ulozi 0 i 1 u algebri brojeva:

a∨¬a = 1 a∧¬a = 0
a∨1 = 1 a∧1 = a
a∨0 = a a∧0 = 0

Ovu algebru, kao i algebru rečenica, zovemo takod̄er Boolovom alge-
brom, jer su pravila računanja ista. Samo u tablici u kojoj smo napisali
ta pravila za logičku ekvivalentnost rečenica trebamo umjesto logičke
ekvivalentnosti staviti znak jednakosti, umjesto F nulu a umjesto T
jedinicu. Koristeći ove zakone možemo sred̄ivati Booleove algebarske izraze
ili rješavati Booleove jednadžbe. Štoviše cijela ta algebra ima i svoju
primjenu, ali time se ovdje nećemo baviti. Ovdje ćemo pokazati značaj
potpunosti skupa veznika {¬,∧,∨}. Potpunost znači da se sve Booleove
funkcije, funkcije koje prebacuju bitove u bitove, mogu prikazati pomoću
samo tri operacije: ¬, ∧, ∨. Za računarstvo i općenito digitalnu tehniku
je to značajno stoga jer većina digitalnih ured̄aja na ulaz dobiva digitalne
signale, niz nula i jedinica koje obrad̄uju da bi na izlaz dali digitalne
signale, niz nula i jedinica koje ovise o digitalnim signalima na ulazu i
samo o njima. Ti ured̄aji (zovemo ih kombinatorni logički sklopovi)
tako realiziraju jednu (ako imaju jedan izlaz) ili više (ako imaju više izlaza)
Booleovih funkcija. Teorem potpunosti kaže da je dovoljno napraviti ured̄aje
za operacije ¬, ∧, ∨ jer se njihovim povezivanjem mogu konstruirati svi
logički sklopovi. Ove osnovne sklopove u crtežima prezentiramo sljedećim
simbolima:
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NOT

AND

OR

¬a

a∧b

a∨b

NOT sklop (invertor)

AND sklop

OR sklop

a

a

a

b

b

Pogledajmo jedan primjer na kojem se vidi potpun proces rješavanja
problema pomoću logičkih sklopova ¬, ∧, ∨. Neka želimo imati rasvjetu
u hodniku koji ima dva izlaza, tako da promjenom položaja prekidača
(gore, dolje) na svakom izlazu mijenjamo stanje rasvjete (ima svjetla, nema
svjetla). Ovo je zgodno jer ćemo npr. promjenom položaja prekidača upaliti
svjetlo kad ud̄emo u hodnik i promjenom položaja prekidača ugasiti svjetlo
kad izlazimo iz hodnika, bez obzira na koju stranu hodnika izašli. Ako
recimo odredimo da kod stanja "gore" prve sklopke S1 i stanja "gore" druge
sklopke S2 nema svjetla S, zahtjev da svaka promjena stanja prekidača
mijenja stanje svjetla vodi sljedećoj ovisnosti stanja svjetla S o stanjima
prekidača S1 i S2:

S1 S2 S
gore gore nema svjetla
dolje gore ima svjetla
dolje dolje nema svjetla
gore dolje ima svjetla

Označimo li stanja "gore" i "nema svjetla" s 0, a "dolje" i "ima svjetla" s 1
dobit ćemo Booleovu funkciju:

S1 S2 S
0 0 0
1 0 1
1 1 0
0 1 1

Ovu ćemo Booleovu funkciju opisati disjunktivnom normalnom formom
odnosno prikazati je pomoću Booleovih funkcija ¬, ∧, ∨:
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S(S1,S2) = (S1∧¬S2)∨(¬S1∧S2)

Iz ovog opisa možemo skicirati logički sklop koji rješava problem:

Primjer 2.4.4. Nad̄imo disjunktivnu normalnu formu sljedeće Booleove
funkcije:

a b c f (a,b, c)
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

Rješenje: f (a,b, c) = (¬a∧¬b∧¬c)∨(¬a∧¬b∧ c)∨(a∧¬b∧¬c) Y

Obično je cilj naći što jednostavniji logički sklop koji opisuje danu
Booleovu funkciju, jer je tada jeftinija izrada takvog sklopa i ima bolje
performance. Teorem o disjunktivnoj normalnoj formi kaže da uvijek postoji
rješenje ali nam ne daje i najbolje rješenje. Traženje najboljeg rješenja je tzv.
problem minimizacije logičkih sklopova. Na osnovi Boolove algebre
razvijeni su algoritmi za rješavanje tog problema. Ponekad možemo i bez
tih algoritama, koristeći zakone Boolove algebre pojednostavniti Booleov
izraz. To ćemo ilustrirati na izrazu iz prethodnog primjera:
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(¬a∧¬b∧¬c)∨(¬a∧¬b∧ c)∨(a∧¬b∧¬c) =

= (zakon distributivnosti) = [(¬a∧¬b)∧(¬c∨ c)]∨(a∧¬b∧¬c) =

= (svojstvo jedinice) = [(¬a∧¬b)∧1]∨(a∧¬b∧¬c) =

= (svojstvo jedinice) = [¬a∧¬b]∨(a∧¬b∧¬c) =

= (svojstvo distributivnosti) = ¬b∧ [¬a∨(a∧¬c)] =

= (svojstvo distributivnosti) = ¬b∧ [(¬a∨a)∧(¬a∨¬c)] =

= (svojstvo jednice) = ¬b∧ [1∧(¬a∨¬c)] =¬b∧(¬a∨¬c)

Tako smo dobili puno jednostavniji logički sklop koji realizira ovu funkciju

b

a

c

¬b∧ (¬a∨¬c)

¬a∨¬c

¬c

¬a

¬b

Osnovna operacija u centralnoj upravljačkoj jedinici računala je zbraja-
nje: na ulaz stignu dva broja u binarnom zapisu a na izlazu se dobije njihov
zbroj u binarnom zapisu. Npr.

1 0 0 1 1 0
+ 1 0 1 1 0

1 1 1 1 0 0

1 1

Postupak zbrajanja je analogan zbrajanju u decimalnom zapisu, samo što
je sad 1+1=10 (binarni zapis broja 2). Zbrajanje se odvija u nizu koraka.
U svakom koraku zbroje se odgovarajući bit x prvog broja s odgovarajućim
bitom y drugog broja plus eventualni prijenos u od prethodnog zbrajanja,
a na izlaz se dobije prvi bit zbroja z i eventalni bit i prijenosa na sljedeće
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zbrajanje. Digitalni ured̄aj koji ovo radi zove se zbrajalo i njegova Booleova
tablica (za dva izlaza) je sljedeća:

zbrajalo

x
y
u

z
i

x y u z i
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Disjunktivne normalne forme je lako naći:

z = (¬x∧¬y∧u)∨(¬x∧ y∧¬u)∨(x∧¬y∧¬u)∨(x∧ y∧u)
i = (¬x∧ y∧ z)∨(x∧¬y∧u)∨(x∧ y∧¬u)∨(x∧ y∧u)

Naravno, pošto se u centralnoj jedinici nalazi puno ovakvih zbrajala (za
svako binarno mjesto treba jedno zbrajalo) jako je važno ove izraze minimi-
zirati. Primjenom algoritama za minimizaciju, ali i običnim promišljanjem,
može se dobiti da je

z = x∨ y∨u
i = (x∧ y)∨(u∧(x∨ y))

Odgovarajućim povezivanjem izlaznog prijenosa iz jednog zbrajala na ulazni
prijenos sljedećeg zbrajanja realizira se cjelokupno zbrajanje.

Ostanimo još malo na pojmu logičke ekvivalentnosti. Vidjeli smo da su
nam veznici jezika veznika dovoljni za izreći sve kombinacije atomarnih
rečenica. Štoviše za to su nam dovoljni samo ¬, ∧ i ∨. Čak i tu imamo viška.
Naime pošto je
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α∧β ≡¬(¬α∨¬β)

to znači da su nam dovoljni samo ¬ i ∨, a pošto je

α∨β ≡¬(¬α∧¬β)

možemo uzeti i samo ¬ i ∧. Med̄utim, može se pronaći veznik pomoću kojeg
se mogu izraziti svi veznici. Takav je npr. veznik "niti A niti B" kojeg u
jeziku veznika simboliziramo znakom ↓ (Peirceov veznik)

α β α ↓β
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Lako je vidjeti da je

α ↓β ≡¬(α∨β)

pa taj veznik još zovemo NOR veznikom. Drugi takav veznik je veznik
koji se u digitalnoj tehnici lako realizira pomoću tranzistora pa ćemo
mu posvetiti više pažnje. U jeziku veznika simboliziramo ga znakom ∣
(Shefferov veznik):

α β α ∣ β
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Lako je vidjeti da je

α ∣ β ≡¬(α∧β)

pa taj veznik još zovemo NAND veznikom i u digitalnoj tehnici ga simbolizi-
ramo znakom

NAND a | b
a
b
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Pomoću njega se mogu izraziti veznici ¬, ∧ i ∨, pa tako i svi veznici:

¬α ≡α ∣ α

α∨β ≡ (α ∣ α) ∣ (β ∣ β)

α∧β ≡ (α ∣ β) ∣ (α ∣ β)

Pošto se odgovarajuća Booleova funkcija lako realizira pomoću tranzistora
to se sklopovi NOT, AND i OR po gornjim opisima realiziraju pomoću sklopa
NAND:

I logička ekvivalentnost rečenica je povezana s ostalim logičkim pojmovima
na jednostavan način:

α ≡β upravo onda kada je α↔β logička istina.
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2.5 Logička posljedica

Sad ćemo analizirati za logiku možda najvažnije pitanje. Što znači da je
neko razmišljanje ispravno? Je li npr. ispravno sljedeće razmišljanje?

Danas je sunčan dan ili danas pada kiša.
Danas ne pada kiša.

Dakle: Danas je sunčan dan.

Svako razmišljanje (još ćemo govoriti zaključivanje ili argumentiranje)
kreće od nekih pretpostavki i rezultira nekim zaključkom. U prirodnom
govoru zaključku obično prethodi riječ ”dakle”. U daljnjem ćemo, radi
preglednosti, umjesto riječi ”dakle” ili nečeg sličnog, zaključak često odvojiti
horizontalnom crtom od pretpostavki. Prethodno razmišljanje bi trebalo biti
ispravno, jer ako je jedno od dvoje istinito, a drugo nije tad mora biti prvo.
Primijetimo da smo opravdavajući ovo razmišljanje u stvari upotrijebili
isto to razmišljanje, samo što smo zanemarili ono nebitno. A nebitno je
sve o čemu rečenice govore, čak i jesu li istinite. Mi smo samo koristili
pretpostavku da su one istinite i smisao veznika da bismo zaključili da
i zaključak mora biti istinit. Prije svega važno je razumjeti da ispravno
razmišljanje uopće ne ovisi o sadržaju atomarnih rečenica jer ako atomarne
rečenice zamjenimo nekim drugim, razmišljanje i dalje ostaje ispravno:

3 < 5 ili 3 > 7
Nije 3 > 7
3 < 5

Iz istih razloga je ispravno i sljedeće razmišljanje

GRMBH ili HMBRG
Nije HMBRG
GRMBH

bez obzira što ne znamo značenja rečenica GRMBH i HMBRG, jer, recimo,
pripadaju nekom nama nepoznatom jeziku. Dakle, ispravnost razmišlja-
nja ovisi samo o formi pretpostavki i zaključka, pa ćemo ga tako i
predstaviti u jeziku veznika:
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α∨β
¬β
α

Nadalje, ispravnost razmišljanja ne ovisi ni o istinitosti pretpostavki. Mi
i s lažnim pretpostavkama možemo ispravno razmišljati. Naravno, tad nam
nitko ne garantira da je zaključak istinit. Npr. prethodno razmišljanje je
ispravno i u situaciji kad je bio oblačan dan bez kiše. Tad prva pretpostavka
nije ispunjena, pa ne mora biti ni zaključak ispunjen, koji u ovom slučaju i
nije ispunjen. Ali zaključak može biti i istinit. Npr. ako je neobičan dan u
kojem pada kiša iako je sunčano (kišni oblaci nisu prekrili sunce), tad druga
pretpostavka nije ispunjena, ali zaključak je istinit. Tako, kad tvrdimo da
je neko razmišljanje ispravno mi samo tvrdimo da kad su istinite
pretpostavke tad je istinit i zaključak. Pošto ispravnost razmišljanja,
vidjeli smo, ovisi samo o formi rečenica, možemo utvrditi objektivnu relaciju
med̄u rečenicama koju razmišljanje mora poštovati da bi bilo ispravno. Tu
relaciju zovemo relacija logičke posljedice : kažemo da iz skupa rečenica
S logički slijedi rečenica α i pišemo S ⊧ α ako je u svakoj interpretaciji
u kojoj su istinite sve rečenice iz skupa S istinita i α. A to možemo ispitati
pomoću tablica istinitosti.

Primjer 2.5.1. Ispitajmo je li ispravno zaključiti

1. da iz A∨B i ¬B slijedi A

2. da iz A→B i ¬A slijedi ¬B

Rješenje: 1. Napravit ćemo tablicu istinitosti za rečenice A∨B i ¬B i A
i vidjeti da li je u svakom svijetu u kojem su istinite A∨B i ¬B istinita
i A

A B A∨B ¬B A
0 0 0 1 0
0 1 1 0 0
1 0 1 1 ↦1
1 1 1 0 1

Vidimo da postoji samo jedan svijet A ↦ 1, B↦ 0 u kojem su istinite
A ∨B i ¬B. Pošto je u tom svijetu istinita i A to znači da iz A ∨B
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i ¬B zaista logički slijedi A. Ovo se pravilo zaključivanja zove
disjunktivni silogizam.

2.
A B A→B ¬A ¬B
0 0 1 1 ↦1
0 1 1 1 ↦0
1 0 0 0 1
1 1 1 0 0

Vidimo da postoje dva svijeta u kojima su istinite A → B i ¬A. U
prvom je istinita i ¬B, ali u drugome ¬B nije istinita, pa ona nije
logička posljedica rečenica A → B i ¬A. Za takav svijet kažemo da
je kontraprimjer. Ponekad obaramo ispravnost nekog zaključivanja
malo sadržajnije. Umjesto ovako šturog vrednovanja atomarnih
rečenica koje daje formalni kontraprimjer izmislimo realnu situaciju
u kojoj su pretpostavke argumenta istinite a zaključak lažan. U ovom
slučaju možemo uzeti za A rečenicu ”Kiša pada” a za B rečenicu
”Trava je mokra”, i zamisliti lijep sunčan dan u kojem se moj pas
Švrćo pomokrio po travi. To je realna situacija u kojoj su pretpostavke
ispunjene a zaključak nije.

Y

Mada imamo prilično razvijen osjećaj za ispravno razmišljanje, u slu-
čajevima kada nismo sigurni tablice istinitosti nam daju mehanički način
provjere ispravnosti razmišljanja.

Primjer 2.5.2. Pravilo da iz A→ B i ¬B slijedi ¬A zove se modus tolens.
Ispitajmo njegovu ispravnost.

Rješenje:

A B A→B ¬B ¬A
0 0 1 1 ↦1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 1 1 0 0

Vidimo da je ovo pravilo zaključivanja ispravno. Y
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Primjer 2.5.3. Slijedi li logički iz A i ¬A rečenica B?

Rješenje: Čini nam se da bi odgovor trebao biti negativan, jer kako iz
pretpostavki o A možemo išta zaključiti o nekoj sasvim drugoj rečenici B?

A B A ¬A B
0 0 0 1 0
0 1 0 1 1
1 0 1 0 0
1 1 1 0 1

Moramo provjeriti da uvijek kad su pretpostavke ispunjene i zaključak
je ispunjen. Ali pretpostavke nikad nisu ispunjene! Ne postoji svijet
u kojem su i A i ¬A istinite. Definicija logičke posljedice je u obliku
kondicionala. U našem slučaju uvjet kondicionala nije nikad ispunjen, pa
je kondicional uvijek istinit. Dakle, B zaista logički slijedi iz kontradikcije.
Ma koliko neobično zvučalo, to je ipak u skladu s ispravnim razmišljanjem.
Pretpostavimo da vrijedi i A i ¬A. Pošto je A tad je i A∨B. Med̄utim, pošto
¬A (po disjunktivnom silogizmu) mora biti B. Istim ovim razmišljanjem
se možemo uvjeriti da iz kontradikcije logički slijedi svaka rečenica. Zato
je kontradiktornost neke teorije (zamisli, skupa rečenica), najgore što se
teoriji može desiti. Takva teorija je bezvrijedna jer ne može razlučiti istinu
od laži. Y

Primjer 2.5.4. Slijedi li logički iz A∨B i ¬B∨C rečenica A∨C?

Rješenje:

A B C A∨B ¬B ∨ C A∨C
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 1 1 ↦1
1 0 0 1 1 1 0 ↦1
1 0 1 1 1 1 1 ↦1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 0 1 1 ↦1

Dakle, iz A∨B i ¬B∨C logički slijedi A∨C. To pravilo zaključivanja zovemo
pravilo rezolucije i ono ima značajnu ulogu u implementaciji procesa
zaključivanja na računalu. Y
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Vidimo da ova provjera za tri atomarne rečenice dugo traje, a da
i ne govorimo za 4 i više atomarnih rečenica. Postoji efikasniji način
provjere koji ćemo koristiti u sljedećem odjeljku. Napominjemo da je taj
način "obično" efikasniji, ali u najgorim slučajevima oba načina su jednako
neefikasna.

Pojam logičke posljedice je takod̄er povezan s ostalim logičkim pojmo-
vima:

- iz konačnog skupa tvrdnji {α1,α2, . . .αn} logički slijedi tvrdnja β

upravo onda kada je
α1∧α2∧ . . .∧αn→β logička istina.

- rečenica α je tautologija upravo onda kad slijedi iz praznog skupa, ⊧α

- S ⊧α↔ skup rečenica S zajedno s ¬α nije ispunjiv

- α ≡β samo ako α⊧β i β⊧α

U skladu sa predzadnjim kriterijem, da skup rečenica S nije ispunjiv još
pišemo i S ⊧.

U argumentiranju se često koristimo pretpostavkama koje ne ekspli-
ciramo. Kad razmišljamo npr. o brojevima, znajući da je x < y i da je
y < z zaključit ćemo da je x < z. Formalno gledano, zaključak ne slijedi iz
pretpostavki, jer smo mi prešutno koristili i osnovnu istinu o brojevima, da
vrijedi x < y∧ y < z → x < z. Tek kad nju ekspliciramo, možemo se uvjeriti
pomoću tablica istinitosti da iz te tri pretpostavke logički slijedi zaključak.
Zato kad analiziramo neko argumentiranje, treba eksplicirati i skrivene
pretpostavke, da bismo mogli zaključiti je li argumentiranje ispravno.

2.6 Stabla opovrgavanja

U ovom odjeljku ćemo razviti drugačiji način računanja logičke pos-
ljedice, tzv. stabla opovrgavanja (engl. refutation trees). Prije nego
razvijemo pravila ilustrirajmo taj način ispitivanja logičke posljedice na
pravilu rezolucije. Da iz A∨B i ¬B∨C logički slijedi A∨C po definiciji znači
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da u svakom svijetu u kojem su istinite A ∨B i ¬B∨C mora biti istinita i
A ∨C. Dakle, ne može postojati svijet u kojem su istinite A ∨B i ¬B∨C,
a lažna A ∨C. Tako pitanje logičke posljedice svodimo na pitanje traženja
kontraprimjera. Da u našem slučaju ne postoji takav kontraprimjer-svijet
uvjerit ćemo se ispitujući što bi bilo u takvom svijetu. Taj svijet zamišljamo
kao priču koju nastojimo oboriti, pokazati da je ona nemoguća. Za početak
znamo tri informacije o tom svijetu. U njemu je

A∨B istinita
¬B∨C istinita

A∨C lažna

Sad ćemo iz tih informacija iščitavati što je s istinitošću rečenica od kojih su
ove rečenice složene. Npr. da je A ∨C lažna znači da su i A i C lažne. Te
ćemo informacije dodati postojećim:

A∨B istinita
¬B∨C istinita
✓ A∨C lažna

A lažna
C lažna

Pokraj informacije "A ∨C lažna" stavili smo kvačicu kao znak da smo tu
informaciju potrošili i ne trebamo je više koristiti. Sad ćemo isto uraditi
s informacijom "A ∨B istinita". Iz nje dobivamo da je A istinita ili B
istinita. Postojanje dvije mogućnosti znači da u daljnjem imamo dva
moguća scenarija (svijeta) u kojem vrijede početne informacije. U jednom
takvom svijetu će vrijediti A, a u drugom B. To ćemo vizualno predstaviti
grananjem informacija:

✓ A∨B istinita
¬B∨C istinita
✓ A∨C lažna

A lažna
C lažna

A istinita B istinita
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Svaka mogućnost je predstavljena jednom granom, nizom informacija koji
se protežu od početka pa do jednog kraja. Na svakoj grani su informacije
koje vrijede u tom svijetu. Med̄utim, na lijevoj grani stoji i da je A lažna i
da je A istinita. Takav svijet ne postoji jer u svakom svijetu je točno jedno
od toga. Dobili smo kontradikciju. Da je ta mogućnost otpala predstavit
ćemo znakom X na kraju grane i reći ćemo da je grana zatvorena:

✓ A∨B istinita
¬B∨C istinita
✓ A∨C lažna

A lažna
C lažna

A istinita
X

B istinita

Još nam preostaje "razgraditi" informaciju ¬B∨C istinita. To znači da je
¬B istinita ili je C istinita. To opet dovodi do grananja (više mogućnosti,
razdvajanja početnog svijeta na dva svijeta):

✓ A∨B istinita
✓ ¬B∨C istinita
✓ A∨C lažna

A lažna
C lažna

A istinita
X

B istinita

¬B istinita C istinita
X

Desna grana sadrži kontradiktorne informacije da je C lažna i da je C
istinita, pa takav svijet ne postoji (granu ćemo zatvoriti) dok na lijevoj grani
još možemo razložiti informaciju "¬B istinita":
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✓ A∨B istinita
¬B∨C istinita
✓ A∨C lažna

A lažna
C lažna

A istinita
X

B istinita

¬B istinita

B lažna
X

C istinita
X

Vidimo i da je taj svijet nemoguć (B je u njemu i istinita i lažna). Pošto su
se sve mogućnosti pokazale kontradiktornim to znači da ne postoji svijet u
kojem su A∨B i ¬B∨C istinite, a A∨C lažna. Dakle, iz A∨B i ¬B∨C logički
slijedi C.

Pogledajmo još jedan primjer. Ispitajmo slijedi li iz A ∧ (B ∨C) da je
A∧C. Problem svodimo na ispitivanje postoji li svijet u kojem je A∧(B∨C)
istinita, a A∧C lažna:

A∧(B∨C) istinita
A∧C lažna

Po tablici istinitosti konjunkcije, iz istinitosti A ∧ (B∨C) zaključujemo da
su joj obje sastavnice istinite. Isto tako, po tablici istinitosti konjunkcije, iz
lažnosti A ∧C zaključujemo da je barem jedna od sastavnica lažna. Mada
možemo bilo koju od informacija razgraditi jednostavnije je prvo razgraditi
informaciju koja ne vodi grananju, jer kad imamo grananje tad svaku
informaciju koja je zajednička objema granama moramo rastaviti duž svake
grane (jer je to informacija o svakoj grani (svijetu) na kojem leži). Zato ćemo
prvo razgraditi informaciju "A∧(B∨C) istinita":

✓ A∧(B∨C) istinita
A∧C lažna
A istinita

(B∨C) istinita
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Sad nam je svejedno koju informaciju razgraditi jer obje složene informacije
vode grananju:

✓ A∧(B∨C) istinita
✓ A∧C lažna

A istinita
(B∨C) istinita

A lažna
X

C lažna

Prvu smo granu zatvorili jer je duž nje A istinita i lažna. Preostaje nam
razgraditi još jednu složenu tvrdnju:

✓ A∧(B∨C) istinita
✓ A∧C lažna

A istinita
✓ (B∨C) istinita

A lažna
X

C lažna

B istinita C istinita
X

Vidimo da je jedna grana ostala nezatvorena, jer duž nje nismo dobili
kontradikciju. Dobili smo moguć svijet za početni skup rečenica, odnosno
kontraprimjer za logičku posljedicu. Duž te grane piše da je u tom svijetu
A istinita, C lažna i B istinita. Dakle, u interpretaciji A↦ 1, B↦ 1, C↦ 0
rečenica A∧(B∨C) je istinita, a rečenica A∧C je lažna. Dakle, iz A∧(B∨C)
logički ne slijedi A∧C.

Sad možemo opisati ovaj postupak. Ispitat ćemo da li iz skupa rečenica
{α1,α2, . . . ,αn} logički slijedi rečenica β tako da ćemo ispitati postoji li
svijet u kojem je ispunjiv skup rečenica {α1,α2, . . . ,αn,¬β}, tj. svijet u
kojem su sve rečenice α1,α2, . . . ,αn istinite, a β lažna. Ako takav svijet
ne postoji tad β logički slijedi iz α1,α2, . . . ,αn, a ako postoji tad β ne
slijedi logički iz α1,α2, . . . ,αn (našli smo kontraprimjer). (Ne)postojanje tog
svijeta ispitujemo tako da gradimo jedno stablo, tzv. stablo opovrgavanja.
Gradnju počnemo informacijama o istinitosti početnih rečenica. Med̄utim,
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umjesto da pišemo "α lažna" pisat ćemo ’F α’ (F od False), a umjesto "α
istinita" pisat ćemo ’T α’ (T od True). Tako ćemo stablo započeti sljedećim
nizom informacija:

T α1
T α2

⋮
T αn
F β

Za svaku istinitosnu vrijednost svake složene rečenice imamo pravilo
izgradnje stabla opovrgavanja. Za negaciju, konjunkciju i disjunkciju ta
smo pravila već upoznali. Njih šematski ovako predstavljamo

T ¬α

F α

F ¬α

T α

T α∧β

T α

T β

F α∧β

F α F β

T α∨β

T α T β

F α∨β

F α

F β

Preostaje nam navesti pravila za ostale veznike. Ako je bikondicional α↔β

istinit tad α i β imaju istu vrijednost, inače suprotnu:

T α↔β

T α

T β

F α

F β

F α↔β

T α

F β

F α

T β

Znamo da je kondicional α → β lažan upravo onda kad je α istinita, a β

lažna: F α→β

T α

F β
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U razlaganju istine α→ β pomoći će nam ekvivalencija α→ β ≡ ¬α∨β. Ona
nam kaže da je α→β istinita upravo onda kad je α lažna ili β istinita. Tako
je pravilo sljedeće: T α→β

F α T β

Pravila izgradnje stabla opovrgavanja za veznike

T ¬α

F α

F ¬α

T α

T α∧β

T α

T β

F α∧β

F α F β

T α∨β

T α T β

F α∨β

F α

F β

T α→β

F α T β

F α→β

T α

F β

T α↔β

T α

T β

F α

F β

F α↔β

T α

F β

F α

T β

Primjenom ovih pravila razgrad̄ujemo složene rečenice dok ih sve ne
razgradimo do atomarnih rečenica. Pri tome je bolje u svakom koraku
prvo primijeniti pravilo koje ne vodi grananju, pa tek onda, ako nema
takvog pravila, primijeniti pravilo koje vodi grananju. Takod̄er, bolje je
prvo odabrati za razgradnju rečenicu koja sadrži informaciju o atomarnim
rečenicama o kojima već imamo neku informaciju, jer ćemo tako prije
dobiti eventualnu kontradikciju. Razgradnju rečenice radimo na svakoj
nezatvorenoj grani na kojoj se rečenica nalazi. Kad primijenimo pravilo na
neku rečenicu stavimo kraj nje kvačicu kao evidenciju da smo tu rečenicu
razgradili i na nju više ne primjenjujemo pravila. Kad uočimo da se
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duž neke grane pojavila kontradikcija (ista rečenica se javlja i istinitom
i lažnom) odmah tu granu zatvorimo (stavimo znak X ispod nje) da ne
bismo dalje nepotrebno vršili razgradnju duž te grane. Ako su na kraju
postupka sve grane zatvorene (tad govorimo o zatvorenom stablu), tad iz
{α1,α2, . . . ,αn} logički slijedi β. Ako je barem jedna grana ostala otvorena
(tad govorimo o potpunom otvorenom stablu), tad iz {α1,α2, . . . ,αn} ne
slijedi logički β. Štoviše svaka otvorena grana daje kontraprimjer, svijet
u kojem su istinite {α1,α2, . . . ,αn}, a lažna β. Naprosto pročitamo koja
su vrednovanja atomarnih rečenica duž te grane, a ako se neka atomarna
rečenica ne pojavi na toj grani možemo je proizvoljno vrednovati. Ta
vrednovanja daju interpretaciju koja je traženi kontraprimjer.

Da bi se bolje mogao pratiti postupak izgradnje stabla opovrgavanja,
kraj svake informacije ćemo staviti redni broj koji kazuje kad se ta in-
formacija razgradila. Npr. redni broj 3. značit će da se ta informacija
razgradila u trećem koraku (da je bila treća u redoslijedu razgradnje). Isto
tako ćemo ispred informacije koja je nastala razgradnjom druge informacije
staviti u zagradama redni broj informacije iz koje je nastala. Npr oznaka
(3) će značiti da je informacija nastala razgradnjom informacije s rednim
brojem 3. Tako čitatelj može iz ovako indeksiranog stabla opovrgavanja
rekonstruirati njegov nastanak.

Primjer 2.6.1. Pomoću stabla opovrgavanja ispitajte da li iz ¬(A ∨ B)
logički slijedi ¬A∧¬B.

Rješenje: ✓ 1. T ¬(A∨B)
✓ 3. F ¬A∧¬B
✓ 2. (1) F A∨B

(2) F A
(2) F B

✓ 4. (3) F ¬A
(4) T A

X

✓ 4. (3) F ¬B
(4) T B

X

Dakle, iz ¬(A∨B) logički slijedi ¬A∧¬B. Y
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Primjer 2.6.2. Pomoću stabla opovrgavanja ispitajte je li ispravna tzv.
konstruktivna dilema, pravilo koje kaže da iz A→C, B→C i A∨B logički
slijedi C.

Rješenje: ✓ 1. T A→C
✓ 2. T B→C
✓ 3. T A∨B

F C

(1) F A

(2) F B

(3) T A
X

(3) T B
X

(2) T C
X

(1) T C
X

Dakle, iz A→C, B→C i A∨B logički slijedi C. Y

Primjer 2.6.3. Pomoću stabla opovrgavanja ispitajte je li ispravan tzv.
hipotetički silogizam, pravilo koje kaže da iz A→B i B→C logički slijedi
A→C.

Rješenje: ✓ 2. T A→B
✓ 3. T B→C
✓ 1. F A→C

(1) T A
(1) F C

(2) F A
X

(2) T B

(3) F B
X

(3) T C
X

Dakle, iz A→B i B→C logički slijedi A→C. Y
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Primjer 2.6.4. Pomoću stabla opovrgavanja ispitajte je li iz A→B i B→ A
logički slijedi A↔B.

Rješenje: ✓ 2. T A→B
✓ 3. T B→ A
✓ 1. F A↔B

(1) T A
(1) F B

(2) F A
X

(2) T B
X

(1) F A
(1) T B

(2) F A

(3) F B
X

(3) T A
X

(2) T B

(3) F B
X

(3) T A
X

Dakle, iz A→B i B→ A logički slijedi A↔B. Y

Primjer 2.6.5. Pomoću stabla opovrgavanja ispitajte je li iz A ∧ (B ∨C)
logički slijedi (A∧B)∨(A∧C).

Rješenje: ✓ 1. T A∧(B∨C)
✓ 2. F (A∧B)∨(A∧C)

(1) T A
✓ 3. (1) T B∨C
✓ 4. (2) F A∧B
✓ 5. (2) F A∧C

(3) T B

(4) F A
X

(4) F B
X

(3) T C

(4) F A
X

(4) F B

(5) F A
X

(5) F C
X

Dakle, iz A∧(B∨C) logički slijedi (A∧B)∨(A∧C). Y
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Primjer 2.6.6. Pomoću stabla opovrgavanja ispitajte je li iz A ∨B i A ∨C
logički slijedi B∨C.

Rješenje: ✓ 2. TA∨B
✓ 3. T A∨C
✓ 1. F B∨C

(1) F B
(1) F C

(2) T A

(3) T A (3) T C
X

(2) T B
X

Dakle, iz A∨B i A∨C logički ne slijedi B∨C. U interpretaciji A↦ 1, B↦ 0,
C↦ 0 pretpostavke su istinite, a zaključak lažan. Y

Naravno, u prethodnom zadatku se možda odmah mogao vidjeti na-
vedeni kontraprimjer i postupak bi se puno skratio. Pouka je da stabla
opovrgavanja nisu uvijek najbrži način da se utvrdi slijedi li nešto iz nečega
ili ne. Oni su univerzalan i sistematski način koji u svakoj situaciji daje
odgovor.

Pomoću stabala opovrgavanja možemo ispitati i ostale logičke pojmove.

Za logičku istinu tražimo kontraprimjer, svijet u kojem je ta rečenica
lažna. Dakle, da bismo ispitali je li α logička istina počnemo graditi stablo
opovrgavanja od informacije F α. Ona je logička istina upravo onda kad
dobijemo zatvoreno stablo.
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Primjer 2.6.7. Pomoću stabla opovrgavanja ispitajte je li rečenica (A∧B)∨
(¬A∨¬B) logička istina

Rješenje: ✓ 1. F (A∧B)∨(¬A∨¬B)
5. (1) F A∧B

2. (1) F ¬A∨¬B
3. (2) F ¬A
4. (2) F ¬B

(3) T A
(4) T B

(5) F A
X

(5) F B
X

Dakle, rečenica je logička istina. Y

Za logičku laž takod̄er tražimo kontraprimjer, svijet u kojem je ta
rečenica istinita. Dakle, da bismo ispitali je li α logička laž počnemo graditi
stablo opovrgavanja od informacije T α. Ona je logička laž upravo onda kad
dobijemo zatvoreno stablo.

Primjer 2.6.8. Pomoću stabla opovrgavanja ispitajte je li rečenica (A∧(A→
B)∧(A→¬B) logička laž

Rješenje: ✓ 1. T A∧(A→B)∧(A→¬B)
(1) T A

✓ 2. (1) T A→B
✓ 3. (1) T A→¬B

(2) F A
X

(2) T B

(3) F A
X

4. (3) T ¬B
(4) F B

X

Dakle, rečenica je logička laž. Y
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Ispunjivost skupa formula {α1,α2, . . . ,αn} direktno ispitujemo pomoću
stabla opovrgavanja. Stablo započnemo nizom informacija

T α1
T α2

⋮
T αn

Taj skup formula je ispunjiv samo ako dobijemo potpuno otvoreno stablo.

Primjer 2.6.9. Pomoću stabla opovrgavanja ispitajte je li skup rečenica A∨
B, ¬(A∧B) ispunjiv

Rješenje: ✓ 2. T A∨B
✓ 1. T ¬(A∧B)
✓ 3. (1) F (A∧B)

(2) T A

(3) F A
X

F B

(2) T B

(3) F A F B
X

Dakle, skup rečenica je ispunjiv. Y

Logičku ekvivalentnost α ≡β možemo ispitati tako da ispitamo je li α⊧β
i β⊧α.

Spomenimo još da postoji i drugačije varijante izgradnje stabala opovr-
gavanja od varijante koja je ovdje izložena. Najčešća varijanta se razlikuje
od ovdje izložene u tome da se umjesto T A piše A a umjesto F A piše ¬A.
Tako npr. umjesto pravila izgradnje

F A→B

T A
F B

imamo pravilo
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¬(A→B)

A
¬B

a umjesto pravila

F ¬A

T A

pravilo

¬¬A

A

Ovo zadnje pravilo ilustrira jednu negativnost ove varijante: u njoj se
veznik ’nije’ koristi dvojako, i kao veznik za negaciju i kao oznaka za laž.
To je jedan od razloga zašto je u ovoj knjizi izabrana drugačija varijanta.

2.7 Prevod̄enje i argumentiranje

Kao što u matematici probleme iz prirodnog jezika prevodimo u mate-
matički jezik, gdje oni dobivaju preciznu formulaciju i gdje imamo efikasne
metode njihova rješavanja, isto tako ćemo sad argumentiranje u prirodnom
jeziku prevesti u logički jezik veznika. U tom jeziku ono poprima precizan
oblik i možemo njegovu valjanost provjeriti običnim računanjem, bilo po-
moću tablica istinitosti bilo pomoću stabala opovrgavanja. Naravno, zasad
ćemo prevod̄enje i analizu argumentiranja raditi na nivou kombiniranja
rečenica pomoću veznika u složenije rečenice.

Zbog različite strukture prirodnog jezika i jezika veznika prevod̄enje
ponekad nije jednostavno a ponekad nije ni jednoznačno. No upravo nas
to prevod̄enje tjera da preciziramo ono što je izrečeno u prirodnom jeziku.
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Primjer 2.7.1. Prevedimo u logički jezik veznika sljedeće rečenice

1. Ako je a > 3 tad je b > 4 ili je c < 5.

2. Položit ću i matematiku i fiziku ili nijedno neću položiti.

3. Ako ne budeš pričao na nastavi i ne budeš jeo na nastavi nećeš biti
isključen s nastave.

4. Ili sam ja lud ili ovdje nešto nije u redu.

5. Nit luk jeo nit ga mirisao.

6. Za život je nužan kisik.

7. Da bi položio ispit dovoljno je biti pažljiv na nastavi.

8. Ako skupiš 20 bodova položio si ispit, inače nisi.

9. Ako navečer ostanem do kasno ili pak bude zadimljena prostorija
ujutro dugo spavam i teška mi je glava.

Rješenje: U svakoj od rečenica pronaći ćemo rečenice koje nisu nastale
pomoću veznika od jednostavnijih rečenica. Njih ćemo smatrati atomarnim
rečenicama jer u njihovu strukturu sada, na nivou jezika veznika, nećemo
ulaziti.

1. Rečenice ’a > 3’, ’b > 4’ i ’c < 5’ simbolizirat ćemo redom s A, B i C. Tako
je prijevod ove rečenice A→ (B∨C).

2. Simboliziramo li atomarne rečenice ’položit ću matematiku’ i ’položit
ću fiziku’ s M i F u prijevodu ćemo dobiti rečenicu (M∧F)∨(¬M∧¬F).

3. Već smo rekli da se vremenske odrednice ne mogu prevesti u jezik
veznika. One ostaju sakrivene u atomarnim rečenicama. Simbolizi-
ramo li ’pričat ćeš’, ’jest ćeš’ i ’bit ćeš isključen s nastave’ s P, J i I u
prijevodu ćemo dobiti ¬P ∧¬J→¬I.

4. U ovoj rečenici imamo veznik ’isključivo ili’. Pošto je on čest veznik
obično ga u jezik veznika prevodimo s posebnim veznikom ⩔, kojeg
pak možemo opisati pomoću drugih veznika, kao što je već analizirano.
Tako, ako simboliziramo ’Ja sam lud’ s L i ’ovdje je nešto u redu’ s R,
tad su mogući prijevodi L⩔¬R ili na primjer (L∨¬R)∧¬(L∧¬R).
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5. Ovdje je prisutan veznik ’niti. . . niti. . . ’ kojeg lako možemo opisati
pomoću standardnih veznika. Simboliziramo li ’jeo je luk’ i ’mirisao
je luk’ s J i M prijevod je ¬J ∧¬M.

6. Da je za A (ima života) nužno da se desi B (ima kisika), tj. za život
je nužan kisik, znači da se ne može desiti A ako se ne desi B (nema
života ako nema kisika). Drugim riječima kad se desi A mora se desiti
i B (Ako ima života ima i kisika). Ili slikom

ima kisika

ima !ivota

Tako je ’za A je nužno B’ prijevod A→B.

7. Da je za B (’položio je ispit’ ) dovoljno da bude A (’pazio je na satu’)
znači da ako je A tada je i B. Tako je prijevod A→B.

8. Ovu tvrdnju je najjednostavnije izreći u obliku kriterija za prolaz:
Položio si ispit (A) samo ako si (ili jedino onda kada si) sakupio 20
bodova (B). Tako je prijevod A↔B.

9. Simboliziramo li rečenice ’navečer sam ostao do kasno’, ’prostorija je
navečer zadimljena’, ’ujutro dugo spavam’ i ’teška mi je glava’ redom
simbolima K , Z, S i T, prijevod je K ∨Z→ S∧T.

Y
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Primjer 2.7.2. Prevedimo u logički jezik veznika sljedeće rečenice

1. Ako nisi učio nećeš položiti ispit, osim ako ne budeš varao.

2. Nepažljiv sam, ali nisam zlonamjeran.

3. Iako je netko obrao maline medvjedi nisu primijećeni pa ćemo ipak ići
na planinarenje.

4. Ako budeš gledao televiziju otupit ćeš a ako otupiš gledat ćeš televiziju.

Rješenje: 1. Prvi dio je lako prevesti, ¬U → ¬P, za U je ’Ako si učio’ i
P je ’položit ćeš’ (uz standardno apstrahiranje vremenskih odrednica).
Kako razumjeti dodatak V (’budeš varao’)? To je očigledno još jedan
uvjet. Dakle, ako ne učio i ne varao neće položiti. Istina dodatkom je
sugerirano i više od toga, da ako bude varao tad će položiti (iako je u
dodatku prisutna prisutan ’ne’ on tu kao i često u našem jeziku nema
ulogu negiranja već boljeg isticanja onog što je rečeno). Tako prijevod
može biti i (¬U ∧¬V → ¬P), ali i (¬U ∧¬V → ¬P)∧ (V → P), ovisno o
tome kako želimo precizirati izrečeno.

2. Mada ’ali’ u prirodnom jeziku ima složenije značenje, kojim se druga
rečenica vezuje kao nekakav dodatak na prvu rečenicu, mi ga jedino
možemo prevesti kao veznik ’i’. Zato je prijevod ¬P ∧¬Z, gdje je P
’pažljiv sam’, a Z ’zlonamjeran sam’.

3. Atomarne rečenice su ovdje na kompleksan način povezane. Prva
rečenica negativno a druga pozitivno utječe na konačnu odluku o
planinarenju. To vaganje u donošenju odluke ne možemo izraziti
jezikom veznika, pa nam jedino preostaje rečenice spojiti veznikom ’i’
kao da je u pitanju nezavisan niz informacija: O∧¬M∧P, gdje su O, M
i P redom simboli za ’netko je obrao maline’, ’medvjedi su primijećeni’
i ’ići ćemo na planinarenje’.

4. Ovdje se izriče jedna vremenska uzročno posljedična veza izmed̄u
gledanja televizije i otupljenosti. To bismo mogli prevesti sa (T →
O)∧ (O → T) pri čemu su T i O redom simboli ’gledat ćeš televiziju’
i ’otupit ćeš’. No znamo da je (T →O)∧ (O→ T) logički ekvivalentno
tvrdnji T↔O čiji prijevod u prirodni jezik zvuči drugačije od početnog
izričaja: Gledat ćeš televiziju upravo onda kada ćeš otupiti. Ovdje se



2.7. Prevod̄enje i argumentiranje 97

sad gubi veza uzroka i posljedice. Pošto u umjetnom jeziku tvrdnje
(T → O)∧ (O → T) i T ↔ O ne možemo razlikovati to znači da ideju
uzročno posljedične veze ne možemo prenijeti u jezik veznika.

Y

Prevod̄enjem argumentacije iz prirodnog jezika u jezik veznika ne samo
da argumentaciju preciziramo već možemo ispitati i njenu ispravnost.

Primjer 2.7.3. Ispitajte ispravnost sljedećeg argumentiranja: "Sobar je
ubojica ili je kuhar ubojica. Kad bi kuhar bio ubojica pas bi bio otrovan.
Pas nije otrovan. Dakle, sobar je ubojica."

Rješenje: Simboliziramo li atomarne rečenice u ovoj argumentaciji ’sobar
je ubojica’, ’kuhar je ubojica’ i ’pas je otrovan’ redom simbolima S, K i P
dobit ćemo sljedeću argumentaciju: S ∨K , K → P, ¬P ⊧ S. Pomoću stabla
opovrgavanja ispitat ćemo njenu ispravnost:

✓ 2. T S∨K
✓ 3. T K → P
✓ 1. T ¬P

F S
(1) F P

(2) T S
X

(2) T K

(3) F K
X

(3) T P
X

Dakle, argumentacija je ispravna. Y



98 2. Logički jezik veznika

Primjer 2.7.4. Ispitajte ispravnost sljedećeg argumentiranja: "Ako budem
učio neću pasti logiku. Ako budem igrao košarku neću učiti. Pao sam logiku.
Dakle, igrao sam košarku."

Rješenje: Simboliziramo li atomarne rečenice u ovoj argumentaciji ’učio
sam’, ’pao sam logiku’ i ’igrao sam košarku’ redom simbolima U , P i K
dobit ćemo sljedeću argumentaciju: U →¬P, K →¬U , P ⊧K . Pomoću stabla
opovrgavanja ispitat ćemo njenu ispravnost:

✓ 1. T U →¬P
✓ 3. T K →¬U

T P
F K

(1) F U

(3) F K ✓ 4. (3) T ¬U
(4) F U

✓ 2. (1) T ¬P
(2) F P

X

Pošto nisu sve grane zatvorene, argumentacija nije ispravna. Izgleda da je
zasluženo pao logiku. Ovdje je lako naći ”životni” kontraprimjer, studenta
koji se samo izležava. On niti uči niti igra košarku niti položi ispit. Ovo je
interpetacija koja odgovara otvorenim granama stabla. Y

Primjer 2.7.5. Ispitajte ispravnost sljedećeg argumentiranja: "Da ga nije
molila on joj ne bi rekao. Da joj nije rekao ona ne bi saznala. Ona je saznala.
Dakle, ona ga je molila."

Rješenje: Simboliziramo li atomarne rečenice u ovoj argumentaciji ’ona
ga je molila’, ’on joj je rekao’ i ’ona je saznala’ redom simbolima M, R i S
dobit ćemo sljedeću argumentaciju: ¬M → ¬R, ¬R → ¬S, S ⊧ M. Pomoću
stabla opovrgavanja ispitat ćemo njenu ispravnost:
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✓ 1. T ¬M→¬R
✓ 3. T ¬R→¬S

T S
F M

✓ 2. (1) F ¬M
(2) T M

X

✓ 2. (1) T ¬R
(2) F R

✓ 4. (3) F ¬R

(4) T R
X

✓ 4. (3)T ¬S

(4) F S
X

Dakle, argumentacija je ispravna. Y

Primjer 2.7.6. Krenimo u razmišljanju od sljedećih pretpostavki.

1. Ako je sunčan dan tad u šumi beremo divlje jagode.

2. Kiša je ili je sunčan dan.

3. Ako ne beremo u šumi divlje jagode tad smo doma.

Koje od sljedećih rečenica logički slijede iz navedenih pretpostavki:

1. Ako ne beremo u šumi divlje jagode onda je kiša.

2. Ako nismo doma onda je sunčan dan.

3. Ako je sunčan dan ili nismo doma onda beremo u šumi divlje jagode.

4. Ako nije sunčan dan tad ne beremo u šumi divlje jagode.
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Rješenje: Uvedimo sljedeće simbole:

S: sunčan je dan,

J: u šumi beremo divlje jagode,

K : kiša je,

D: doma smo.

Prijevodi su sljedeći:

1. S→ J

2. K ∨S

3. ¬J→D

1. ¬J→K

2. ¬D→ S

3. S∨¬D→ J

4. ¬S→¬J

Pomoću stabla opovrgavanja utvrdit ćemo koje rečenice slijede iz pretpos-
tavki, a koje ne:

1. ✓ 3. T S→ J
✓ 4. T K ∨S

T ¬J→D
✓ 1. F ¬J→K
✓ 2. (1) T ¬J

(1) F K
(2) F J

(3) F S

(4) T K
X

(4) T S
X

(3) T J
X

Dakle, slijedi.
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2. ✓ 5. T S→ J
✓ 6. T K ∨S
✓ 3. T ¬J→D
✓ 1. F ¬D→ S
✓ 2. (1) T ¬D

(1) F S
(2) F D

✓ 4. (3) F ¬J

(4) T J

(5) F S

(6) T K (6) T S
X

(5) T J

(6) T K (6) T S
X

(3) T D
X

Dakle, ne slijedi.

3. ✓ 6. T S→ J
T K ∨S

✓ 4. T ¬J→D
✓ 1. F S∨¬D→ J
✓ 2. (1) T S∨¬D

(1) F J

(2) T S

5. (4) F ¬J

(5) T J
X

(4) T D

(6) F S
X

(6) T J
X

✓ 3. (2) T (3) ¬D

F D

5. (4) F ¬J

(5) T J
X

(4) T D
X

Dakle, slijedi.
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4. ✓ 5. T S→ J
✓ 4. T K ∨S
✓ 6. T ¬J→D
✓ 1. F ¬S→¬J
✓ 2. (1) T ¬S
✓ 3. (1) F ¬J

(2) F S
(3) T J

(4) T K

(5) F S

✓ 7. (6) F ¬J

(7) T J

(6) T D

(5) T J

✓ 7. (6) F ¬J

(7) T J

(6) T D

(4) T S
X

Dakle, ne slijedi.

Y

2.8 Prirodna dedukcija

U prethodnim odjeljcima smo vidjeli kako možemo provjeriti je li raz-
mišljanje ispravno. U ovom odjeljku ćemo na nivou jezika veznika razviti
pravila ispravnog razmišljanja. Ta pravila, zajedno s pravilima koja ćemo
razviti poslije u cjelini 3.5 za potpuni umjetni jezik, formalni su analog
neformalnog načina dokazivanja u matematici i općenitije, a koji je bio
ilustriran u cjelini o dokazivanju 1.3. Na taj način ćemo imati idealan
standard za dokazivanje. Ako sumnjamo u ispravnost nekog neformalnog
dokaza možemo ga prevesti u ovakav formalni sustav i ispitati njegovu
ispravnost. Štoviše, možemo napisati algoritam koji će to ispitati (pojam
formalnog dokaza je, vidjet ćemo poslije, algoritamski provjerljiv).
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Pošto u jeziku veznika možemo algoritamski provjeriti (pomoću tablica
istine ili stabala opovrgavanja) slijedi li neka tvrdnja iz nekog skupa pret-
postavki, dokazivanje te tvrdnje iz danog skupa pretpostavki naizgled se
čini nepotrebnim. Med̄utim, nije tako iz više razloga. Poslije, kad razvijemo
potpun umjetan jezik, za njega je metoda tablica istine neprimjenjiva, a
metoda stabala opovrgavanja nepotpuna. Štoviše, pokazalo se da za taj
jezik pojam logičke posljedice nije algoritamski provjerljiv, već najbolje što
možemo uraditi je pokušati tvrdnju dokazati na osnovi danih pretpostavki.
Čak i u jeziku veznika, gdje prethodni razlog otpada, dokazivanje ima
smisla. Naime, tvrdnji je beskonačno, a samo, intuitivno govoreći, neznatan
dio njih slijedi iz danih pretpostavki. Zato je neekonomično pomoću tablica
istine ili stabala opovrgavanja, nasumice ispitivati koje su tvrdnje logičke
posljedice danih pretpostavki. Nasuprot tome, dokazivanje nam stalno
daje logičke posljedice skupa pretpostavki. Njihovim izvod̄enjem postepeno,
odred̄enim logičkim redom, stičemo razumijevanje svijeta koji je opisan
danim pretpostavkama. To vodi prirodnim definicijama novih pojmova.
Definicije su, što se dokazivanja tiče, nove pretpostavke koje možemo
koristiti u izvod̄enju. Tako broj pretpostavki raste. To znači da svaki
algoritam ispitivanja logičke posljedice postaje preglomazan. S druge pak
strane definicije pojednostavnjuju dokazivanje. Isto tako, svaku tvrdnju
koju smo već dokazali možemo koristiti u daljnjem dokazivanju, što dodatno
pojednostavnjuje dokaze. Ukratko, što se tiče ispitivanja logičke posljedice,
tablice istinitosti i stabla opovrgavanja, ili neki drugi algoritam, su dobri
za ispitivanje jednostavnijih argumenata. Ove jednostavne argumente
kombiniramo u proces dokazivanja koji je primjereniji za ustanovljavanje
značajnijih i složenijih logičkih posljedica danog skupa pretpostavki.

Dokazivanje je proces kojim krenuvši od pretpostavki i koristeći niz
jednostavnih pravila zaključivanja dolazimo do novih tvrdnji. Svako pravila
zaključivanja mora biti ispravno u smislu da ako pravilo primijenjeno na
skup tvrdnji S daje tvrdnju ϕ tad iz S logički slijedi ϕ. Ovo osigurava da je
proces dokazivanja korektan, tj. da ako smo iz nekog skupa pretpostavki
P dokazali neku tvrdnju ϕ, onda je ona zaista logička posljedica tog skupa
pretpostavki. Da u procesu dokazivanja možemo iz skupa tvrdnji P dokazati
tvrdnju ϕ označavamo P ⊢ ϕ. Tako korektnost nekog sustava dokazivanja
znači da za bilo koji skup tvrdnji P i bilo koju tvrdnju ϕ vrijedi

P ⊢ϕ → P ⊧ϕ
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Naravno, cilj nam je da sustav dokazivanja ima dovoljno pravila da možemo
dokazati iz danih pretpostavki svaku tvrdnju koja iz njih logički slijedi. Za
takav sustav dokazivanja kažemo da je potpun:

P ⊧ϕ → P ⊢ϕ

Korektnost sustava je obično lako dokazati (provjeri se ispravnost osnovnih
pravila dokazivanja) dok je potpunost mnogo teže dokazati.

Ovdje ćemo opisati sustav dokazivanja koji odgovara prirodnom načinu
dokazivanja kakav je ilustriran u 1.3. To je tzv sustav prirodnog
dokazivanja (u tzv. lineariziranom obliku) kojeg je razvio 1935. godine
Gerhard Gentzen (1909 - 1945). Za njegovu analizu pojma dokaza se,
zbog njene elegantnosti i iscrpnosti, ponekad kaže da je rastavila pojam
dokaza na same atome. Osnovu sustava tvore pravila koja se javljaju
u paru, za svaki veznik po jedan par. Jedno pravilo iz para kaže kako
uvesti veznik u dokazivanje (introduction rule) a drugo kako ga eliminirati
iz dokazivanja (elimination rule). Ta pravila su usko vezana za smisao
veznika, elementarne su prirode (ne možemo ih rastaviti na jednostavnija)
i odgovaraju prirodnom procesu razmišljanja. Slijedi opis tog sustava
dokazivanja.

U svakom trenutku neformalnog dokazivanja imamo jedan niz tvrdnji.
Taj niz tvrdnji je dokaz zadnje tvrdnje iz odred̄enih pretpostavki, koje su
isto članovi tog niza. Primjenivši neko od pravila dokazivanja proširujemo
taj dokaz do dokaza neke nove tvrdnje. Tako dokaz rekurzivno raste, na isti
način kao i npr. rečenice logike veznika. Imamo neke osnovne objekte (u
ovom slučaju dokaze), iz njih po odred̄enim pravilima gradimo nove objekte,
iz njih nove, itd. Tako ćemo, kao i kod rečenica jezika veznika, formalne
dokaze definirati popisom baznih dokaza i pravila izgradnje novih dokaza
od već izgrad̄enih. Radi veće preglednosti definirat ćemo ih kao nizove
tvrdnji s odred̄enim rasporedom na papiru od kojih neke imaju oznaku (A),
što znači da su pretpostavke u tom dokazu (A od engleske riječi assumption
- pretpostavka).

Svaki dokaz započinjemo popisivanjem pretpostavki koje ćemo koristiti
u dokazivanju. Taj početni niz pretpostavki α1,α2, . . .αn, zovemo bazni
dokaz i zapisujemo ga okomito s naznakom (A) koja kazuje da su u pitanju
pretpostavke dokaza:
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α1 (A)
α2 (A)
⋮
αn (A)

Pošto ćemo za svaki dokaz smatrati da je on dokaz zadnje tvrdnje u nizu, to
ćemo i za bazni dokaz smatrati da je on dokaz svoje zadnje tvrdnje. Iako je
to ovdje pomalo umjetan dogovor, on je ispravan jer je zadnja pretpostavka
trivijalna logička posljedica svih navedenih pretpostavki:

α1,α2, . . .αn ⊧αn

Kao što smo već rekli, sa svakim veznikom ćemo imati pravilo uvod̄enja
i eliminiranja tog veznika. Počet ćemo od veznika ∧. Ako smo dokazali
tvrdnju α i dokazali tvrdnju β time smo dokazali i tvrdnju α∧β (kao i
tvrdnju β∧α):

pravilo uvod̄enja konjunkcije (Intro ∧)

⋮
α

⋮
β

⋮

↦

⋮
α

⋮
β

⋮
α∧β

⋮
α

⋮
β

⋮
β∧α

Ako smo dokazali tvrdnju α∧β time smo dokazali i tvrdnju α i tvrdnju
β:

pravilo eliminiranja konjunkcije (Elim ∧)

⋮
α∧β ↦

⋮
α∧β
α

⋮
α∧β
β

Jasno je da su oba ova pravila zaključivanja ispravna jer lako se možemo,
recimo pomoću stabala opovrgavanja, uvjeriti da α,β⊧α∧β i α∧β⊧α.
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Primjer 2.8.1. Dokažimo da kod konjunkcije nije bitan redoslijed spajanja
članova tj da A∧(B∧C)⊢ (A∧B)∧C.

Rješenje:

1. A∧(B∧C) (A)
2. A (1 Elim ∧)
3. (B∧C) (1 Elim ∧)
4. B (3 Elim ∧)
5. C (3 Elim ∧)
6. (A∧B) (2,4 Intro ∧)
7. (A∧B)∧C (5,6 Intro ∧)

Y

Radi lakšeg praćenja dokaza svakoj smo tvrdnji pridružili s lijeve strane
redni broj a desno naveli iz kojih tvrdnji i kojim pravilom je izvedena,
ako nije pretpostavka. Već na ovom malom primjeru se može uočiti uobi-
čajena strategija dokazivanja: pretpostavke razgrad̄ujemo pomoću pravila
eliminiranja na sastavne dijelove, da bismo od tih dijelova pomoću pravila
uvod̄enja dobili zaključak.

Pravilo uvod̄enja veznika ∨ je jednostavno: da bismo dokazali α ∨ β
dovoljno je da dokažemo jedno od toga:

pravilo uvod̄enja disjunkcije (Intro ∨)

⋮
α

⋮ ↦

⋮
α

⋮
α∨β

⋮
β

⋮ ↦

⋮
β

⋮
α∨β

Pravilo eliminiranja veznika ∨ je složenije i odgovara intuitivnom
načinu dokazivanja po slučajevima. Za ilustraciju uzmimo jednostavan
primjer iz matematike, dokaz da je umnožak brojeva istog predznaka
pozitivan broj (tvrdnja γ). Pretpostavimo da imamo dva broja istog
predznaka. Oni su tako oba pozitivna (tvrdnja α) ili oba negativna (tvrdnja
β). Ako su pozitivni, tad je i njihov umnožak pozitivan. Ako su negativni,
tad je njihov umnožak opet pozitivan. Dakle, ma koji slučaj bio, njihov
je umnožak pozitivan broj. Ovo razmišljanje je lako poopćiti. Neka smo
dokazali α∨β a cilj nam je dokazati γ. Moguće je da je α ili da je β. Prvo
pretpostavimo da je α i dokažemo da je tada γ. Zatim pretpostavimo da
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je β i dokažemo da je i tada γ. Dakle, ma koja bila mogućnost vrijedi
γ. Time smo dokazali γ. Vidimo da je pravilo eliminiranja veznika ∨
složenije jer uvodimo u dokaz privremene pretpostavke (prvo α, a poslije β)
koje koristimo u jednom dijelu dokaza, da bismo na kraju dobili zaključak
koji više ne ovisi o tim pretpostavkama. Dio dokaza koji se oslanja na
privremenu pretpostavku zovemo poddokaz danog dokaza i njega ćemo
vizuelno istaknuti tako da ćemo ga pozicionirati udesno u odnosu na glavni
dokaz. Tvrdnje koje pripadaju poddokazu dokazuju se iz pretpostavki
dokaza i iz privremene pretpostavke. Kad završimo poddokaz i vratimo
se udesno na glavnu liniju dokaza, ne smijemo više u dokazivanju koristiti
tvrdnje iz poddokaza (jer one nisu izvedene samo iz pretpostavki dokaza već
i iz privremene pretpostavke poddokaza):

pravilo eliminiranja disjunkcije (Elim ∨)

⋮
α∨β
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ð γ

Ð→β (A)
⋮

←Ð γ

↦

⋮
α∨β
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ð γ

Ð→β (A)
⋮

←Ð γ

γ

Strelicom → naznačujemo da započinjemo poddokaz a strelicom ← da
završavamo poddokaz i vraćamo se na lijevu liniju dokazivanja. Ovi prelasci
na poddokaze mogu se desiti i unutar samih poddokaza, kao što će biti
pokazano poslije u nekim primjerima.
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Primjer 2.8.2. Dokažimo A∧(B∨C)⊢ (A∧B)∨(A∧C).

Rješenje:

1. A∧(B∨C) (A)
2. A (1 Elim ∧)
3. (B∨C) (1 Elim ∧)
4. ÐÐÐÐ→B (A)
5. A∧B (2,4 Intro ∧)
6. ←ÐÐÐÐ (A∧B)∨(A∨C) (5 Intro ∧)
7. ÐÐÐÐ→C (A)
8. A∧C (2,7 Intro ∧)
9. ←ÐÐÐÐ (A∧B)∨(A∧C) (8 Intro ∨)
10. (A∧B)∨(A∧C) (4-6,7-9 Elim ∨)

Y

Pravilo uvod̄enja veznika→ smo već upoznali u cjelini o dokazivanju 1.3
kao metodu direktnog dokaza tvrdnje α → β. Pretpostavivši α nastojimo
dokazati β. Pošto koristimo privremenu pretpostavku opet ćemo pravilo
formulirati pomoću pojma poddokaza:

pravilo uvod̄enja kondicionala (Intro →)

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

↦

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

α→β

Pravilo eliminiranja veznika → takod̄er nam je poznato. To je pravilo
modus ponens: iz α i α→β možemo zaključiti β:
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pravilo eliminiranja kondicionala (Elim →)

⋮
α

⋮
α→β

⋮

↦

⋮
α

⋮
α→β

⋮
β

Primjer 2.8.3. Dokažimo A→ (B→C)⊢ A∧B→C.

Rješenje: Prije pisanja formalnog dokaza dobro je razmisliti kako bismo
proveli neformalni dokaz. U ovom slučaju da bismo iz pretpostavke dokazali
tvrdnju A∧B→C pretpostavit ćemo A∧B i pokušati dokazati C.

1. A→ (B→C) (A)
2. ÐÐÐÐÐÐ→ A∧B (A)
3. A (2 Elim ∧)
4. B (2 Elim ∧)
5. B→C (1,3 Elim →)
6. ←ÐÐÐÐÐÐ C (4,5 Elim →)
7. (A∧B)→C (2-6 Intro →)

Y

Već smo vidjeli kako možemo veznik ↔ definirati pomoću drugih vez-
nika:

α↔β ≡ (α→β)∧(β→α)

Iz te definicije možemo iščitati pravila uvod̄enja i eliminiranja ovog simbola
pomoću odgovarajućih pravila za → i ∧:
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pravilo uvod̄enja bikondicionala (Intro↔)

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

Ð→β (A)
⋮

←Ðα

↦

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

Ð→β (A)
⋮

←Ðα

α↔β

pravilo eliminiranja bikondicionala (Elim↔)

⋮
α

⋮
α↔β

⋮

↦

⋮
α

⋮
α↔β

⋮
β

⋮
α

⋮
β↔α

⋮

↦

⋮
α

⋮
β↔α

⋮
β

Na isti način nam i definicije drugih veznika mogu dati pravila njihovog
uvod̄enja i eliminiranja.

Pravilo uvod̄enja negacije je u osnovi već poznati nam dokaz kontradikci-
jom (cjelina 1.3). Pretpostavimo da vrijedi α i dobijemo kontradikciju β∧¬β.
To znači da α ne može biti, pa je ¬α. Pošto je u ovom dokazu α privremena
pretpostavka, pravilo je formulirano pomoću pojma poddokaza:

pravilo uvod̄enja negacije (Intro ¬)

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β

↦

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β
¬α

Na isti način, svod̄enjem na kontradikciju, i eliminiramo negaciju:
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pravilo eliminiranja negacije (Elim ¬)

⋮
Ð→¬α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β

↦

⋮
Ð→¬α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β
α

I uvod̄enje i eliminiranje negacije zahtjeva kontradikciju u kojoj je opet
prisutna negacija. Tako u ovom pravilima negacija ima dvostruku ulogu,
i kao negacija rečenice, koju uvodimo i eliminiramo, i kao sastavni dio
kontradikcije čije je prisustvo znak nemogućnosti jedne od dviju suprotnih
tvrdnji.

Primjer 2.8.4. Dokažimo ¬¬A ⊢ A.

Rješenje: Pošto želimo dokazati A pokušat ćemo oboriti njenu negaciju:
1. ¬¬A (A)
2. ÐÐÐÐ→ ¬A (A)
3. ←ÐÐÐÐ ¬A∧¬¬A (1,2 Intro ∧)
4. A (2,3 Elim ¬)

Y

Primjer 2.8.5. Dokažimo da iz kontradikcije možemo sve izvesti: α∧¬α⊢β.

Rješenje: Neka nije β. Ali imamo kontradikciju, pa mora biti β. Formalan
dokaz zahtjeva da ponovo ’prepišemo’ kontradikciju.

1. α∧¬α (A)
2. ÐÐÐÐ→ ¬β (A)
3. α (1 Elim ∧)
4. ¬α (1 Elim ∧)
5. ←ÐÐÐÐ α∧¬α (3,4 Intro ∧)
6. β (2-5 Elim ¬)

Y
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U prethodnom smo dokazu morali ponovo rekonstruirati tvrdnju koju smo
već imali na početku. Jasno je da je ispravno, kad već imamo neku tvrdnju u
dokazu, da je možemo uvijek ponovo napisati u nastavku dokaza. To pravilo
se zove pravilo reiteracije i može se ugraditi u formalan pojam dokaza kao
dodatno pravilo. Ono ponekad olakšava dokazivanje, ali nije nužno, jer se
može pokazati da sve što dokažemo pomoću tog pravila možemo dokazati i
bez njega.

Ovaj sustav rekurzivne izgradnje dokaza, sastavljen od baznih dokaza i
pravila uvod̄enja i eliminacije standardnih veznika zovemo sustav prirod-
ne dedukcije.

bazni dokaz
α1 (A)
α2 (A)
⋮
αn (A)

Intro ∧
⋮
α

⋮
β

⋮

↦

⋮
α

⋮
β

⋮
α∧β

⋮
α

⋮
β

⋮
β∧α

Elim ∧
⋮

α∧β ↦
⋮

α∧β
α

⋮
α∧β
β

Intro ∨
⋮
α

⋮ ↦

⋮
α

⋮
α∨β

⋮
β

⋮ ↦

⋮
β

⋮
α∨β

Elim ∨
⋮
α∨β
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ð γ

Ð→β (A)
⋮

←Ð γ

↦

⋮
α∨β
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ð γ

Ð→β (A)
⋮

←Ð γ

γ
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Intro →
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

↦

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

α→β

Elim →
⋮
α

⋮
α→β

⋮

↦

⋮
α

⋮
α→β

⋮
β

Intro↔
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

Ð→β (A)
⋮

←Ðα

↦

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

Ð→β (A)
⋮

←Ðα

α↔β

Elim↔
⋮
α

⋮
α↔β

⋮

↦

⋮
α

⋮
α↔β

⋮
β

⋮
α

⋮
β↔α

⋮

↦

⋮
α

⋮
β↔α

⋮
β

Intro ¬
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β

↦

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β
¬α

Elim ¬
⋮
Ð→¬α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β

↦

⋮
Ð→¬α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β
α
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Jesu li potrebna dodatna pravila dokazivanja, npr. je li potrebno dodati
pravilo da iz ¬β→¬α možemo izvesti α→β?

Primjer 2.8.6. Dokažimo da je ¬β→¬α⊢α→β.

Rješenje: Pretpostavit ćemo α i pokušati dokazati β i to tako da ćemo
pretpostaviti ¬β i pokušati iz tog dobiti kontradikciju:

1. ¬β→¬α (A)
2. ÐÐÐÐ→α (A)
3. ÐÐÐÐ→¬β (A)
4. ¬α (1,3 Elim →)
5. ←ÐÐÐÐα∧¬α (2,4 Intro ∧)
6. β (3-5 Elim ¬)
7. α→β (2-6 Intro →)

Y

Vidimo da prethodno pravilo možemo simulirati pravilima prirodne deduk-
cije, pa njega nije nužno dodati sustavu. Med̄utim, njegovo korištenje nam
može olakšati dokazivanje. To je ilustrirano u sljedećem primjeru.

Primjer 2.8.7. Pokažimo da ovim sustavom prirodne dedukcije možemo
simulirati dokaz kontrapozicijom, tj. da α → β možemo dokazati tako da
iz pretpostavke da ¬β dokažemo da ¬α.

⋮
Ð→¬β (A)

⋮
←Ð¬α

↦

⋮
Ð→¬β (A)

⋮
←Ð¬α
α→β

Rješenje: Krenut ćemo od početnog komada dokaza i pomoću pravila
uvod̄enja i eliminacije dobiti završni dokaz. Naravno, pošto moramo dobiti
α→β pretpostavit ćemo α i pokušati dobiti β
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⋮
k. Ð→¬β (A)

⋮
l. ←Ð¬α

l+1. ¬β→¬α (k-l Intro→)
l+2. α→β (l+1 pravilo iz prethodnog primjera)

Y

U jednom dijelu dokaza smo se pozvali na prije izvedeno dodatno pravilo i
tako smo skratili dokaz. Ovaj dokaz možemo shvatiti kao pokratu potpunog
formalnog dokaza koji bismo dobili kad bismo izvedeno pravilo zamijenili
njegovim izvodom iz prethodnog primjera.

Primjer 2.8.8. Dokažimo logičku istinu α∨¬α.

Rješenje: Sad imamo dokaz bez pretpostavki. Uvest ćemo privremenu
pretpostavku da ¬(α∨¬α) i pokušati iz tog dobiti kontradikciju:

1. ÐÐÐÐ→¬(α∨¬α) (A)
2. ÐÐÐÐ→α (A)
3. α∨¬α (2 Intro ∨)
4. ←ÐÐÐÐ (α∨¬α)∧¬(α∨¬α) (1,3 Intro ∧)
5. ¬α (2-4 Intro ¬)
6. α∨¬α (5 Intro ∨)
7. ←ÐÐÐÐ (α∨¬α)∧¬(α∨¬α) (1,6 Intro ∧)
8. α∨¬α (2-7 Elim ¬)

Y

Ovu logičku istinu možemo takod̄er koristiti kao pokratu u dokazivanju: u
svakom koraku dokaza je možemo navesti. To je ilustrirano u sljedećem
primjeru:



116 2. Logički jezik veznika

Primjer 2.8.9. Dokažimo ¬(A∧B)⊢¬A∨¬B

Rješenje: Dokazali smo da je A ili ¬A. Bez obzira što je od toga dokazat
ćemo da je ¬A∨¬B

1. ¬(A∧B) (A)
2. A∨¬A (već dokazano)
3. ÐÐÐÐ→¬A (A)
4. ←ÐÐÐÐ¬A∨¬B (3 Intro ∨)
5. ÐÐÐÐ→ A (A)
6. Ð→B (A)
7. A∧B (5,6 Intro ∧)
8. ←Ð (A∧B)∧¬(A∧B) (1,7 Intro ∧)
9. ¬B (6-8 Intro ¬)
10. ←ÐÐÐÐ¬A∨¬B (Intro ∨)
11. ¬A∨¬B (2, 3-4, 5-10 Elim ∨)

Y

Iz prethodnih primjera je vidljivo da je sustav prirodne dedukcije veoma
moćan. Prije svega, sustav prirodne dedukcije je korektan: sve
što je dokazivo iz nekog skupa pretpostavki logički slijedi iz tog skupa
pretpostavki. To slijedi iz toga što je bazni dokaz ispravan (iz njegovih
pretpostavki logički slijedi njegov zaključak) i što su sva pravila izgradnje
dokaza ispravna (pravilo primijenjeno na ispravan dokaz daje ispravan
dokaz). Štoviše, može se dokazati da je sustav prirodne dedukcije
potpun: sve što logički slijedi iz nekog skupa pretpostavki može se i
dokazati iz njih. Tako imamo jednostavan sustav u kojem možemo prirodno
provesti svako razmišljanje. Med̄utim,kao što smo već vidjeli, ugodno
je koristiti pokrate u dokazivanju. Zbog potpunosti sustava prirodne
dedukcije, možemo u svakom koraku dokaza uvesti bilo koju tvrdnju za
koju znamo da je logička istina, ili zamijeniti neku tvrdnju tvrdnjom za
koju znamo da joj je logički ekvivalentna, kao i koristiti svako pravilo
dokaza za koje znamo da je ispravno. Najčešće u razmišljanju krećemo od
aksioma neke teorije (recimo teorije brojeva). Pošto su nam pretpostavke
uvijek iste, njih i ne navodimo u dokazivanju već ih podrazumijevamo.
Takod̄er, sve što smo već dokazali, možemo uvesti u bilo kojem koraku
dokaza. Nadalje, u svakom koraku dokaza možemo koristiti i definicije
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koje u dokazivanju imaju ulogu dodatnih pretpostavki (aksioma). Tako
dobivamo brze i elegantne dokaze kakvi se obično u matematici i znanosti
i koriste (mada obično ne u posve preciznom jeziku). No principijelno je
važno da iza tog jednog relativno slobodnog sustava dokazivanja kakav
stvarno koristimo, imamo idealan sustav prirodne dedukcije. Na taj način
svaki ispravni slobodni dokaz možemo razumjeti kao pokratu odgovarajućeg
formalnog dokaza u tom idealnom sustavu. Tako imamo algoritamski
provjerljivi standard u koji možemo prevesti svaki neformalni dokaz i
provjeriti njegovu ispravnost.

Sustav prirodne dedukcije formalizira prirodno razmišljanje. Postoje
i drugi sustavi dokazivanja koji su ugodniji za neke druge potrebe. Tzv.
Hilbertovi sustavi dokazivanja su sustavi s malo aksioma i malo pravila
izvod̄enja i bez mehanizma poddokaza u kojima je npr. komplicirano
dokazati tako jednostavnu logičku istinu kao A → A. Oni ne odgovaraju
prirodnom načinu razmišljanja ali su zbog svoje jednostavne strukture
pogodni za teorijska razmatranja o tome što je dokazivo iz pojedinih
teorija. Takod̄er postoje i sustavi dokazivanja koji su ugodni za računalno
implementiranje dokazivanja.

Zadaci za vježbu

Sintaksa i semantika.

1. Ispitajte konstruiranjem stabla izvoda jesu li sljedeći stringovi reče-
nice u smislu formalne definicije

(a) ((¬(P ∧Q))∨R)
(b) (¬(((P→ (¬Q))∨(P ∧(Q→R)))))
(c) ((P¬Q)∨(Q→R))

2. Konstruirajte formalne rečenice koje odgovaraju sljedećim neformal-
nim rečenicama

(a) ¬A→B∨C

(b) A∨B→ (B→¬A)
(c) A→B∨¬(B→ A)



118 2. Logički jezik veznika

3. Ako su atomarne rečenice A, B i C istinite a X , Y i Z lažne odredite
istinitosnu vrijednost sljedećih rečenica

(a) ¬B∨X

(b) (A∧X)∨(B∧Y )
(c) ¬(C∧Y )∨(A∧Z)
(d) ¬((A∨¬C)∨(C∨¬A))
(e) ¬(¬((B∧¬C)∨(Y ∧¬Z))∧((¬B∨X)∨(B∨¬Y )))
(f) X →¬Y ∨Z

(g) X ∧¬Y ↔ (A→ X)

4. Ispitajte istinitost sljedećih rečenica

(a) 2+2 = 4 ↔ 1+1 = 2

(b) 1+1 = 2 ↔ 2+3 = 4

(c) 1 > 1 ↔ 2 > 1

(d) 1+1 = 2 → 2+2 = 5

(e) 1+1 = 3 → 2+2 = 4

(f) 1+1 = 3 → 2+2 = 5

(g) Ako svinje mogu letjeti, onda je 1+1 = 3.

(h) Ako je 1+1 = 3, onda svinje mogu letjeti.

(i) Ako je 1+1 = 2, onda svinje mogu letjeti.

(j) Ako svinje mogu letjeti, onda je 1+1 = 2.

5. Riješite nejednadžbu x < 1
x

6. Ekskluzivno za vjernike! U posjedu sam dokaza da Bog postoji.
Promotrimo rečenicu ”Ako je ova rečenica istinita onda Bog postoji”.
Kad bi ta rečenica bila lažna, po tablici istine za kondicional, uvjet
bi joj bio istinit a glavna rečenica lažna. Ali uvjet je ”ova rečenica je
istinita”, pa je njegova istinitost u kontradikciji s pretpostavkom da
je ova rečenica lažna. Dakle, ova rečenica je istinita. Ali tada joj je
i uvjet istinit (jer on kaže da je ova rečenica istinita), pa je po tablici
istinitosti za kondicional, i glavna rečenica istinita. Dakle, istina je da
Bog postoji. Eto dragi moji nevjernici, ako želite postupati u skladu s
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logikom, morate postati vjernici ili oboriti ovo rasud̄ivanje. Uputa:
pogledajte rješenje koje je dao jedan nevjernik, grom ga ubio (ime
poznato redakciji).

7. Dilema putnika. Putnik, u potrazi za istinom, dod̄e na otok u kojem su
dva mjesta, jedno u kojem svi uvijek lažu i drugo, u kojem svi uvijek
govore istinu. Naišavši na jednog otočanina želio bi ga upitati gdje je
mjesto u kojem svi govore istinu, ali ovaj bi ga mogao i lagati. Koje
pitanje treba postaviti putnik da bi otkrio gdje je to mjesto?

8. Dilema logičnih ljudoždera. Našeg putnika, dok je tragao za istinom,
uhvatiše ljudožderi. Štujući Logiku rekoše mu: ’Skuhat ćemo te ili
ispeći. Ako pogodiš što ćemo ti uraditi tad ćemo te skuhati. Ako ne
pogodiš, ispeći ćemo te. Što im treba reći putnik, pa da ga ne pojedu,
ako drže do Logike, kao što se hvale.

Logički pojmovi

9. Nad̄ite tablice istine sljedećih rečenica

(a) (P ∧Q)∨(¬P ∧¬Q)
(b) ¬(P ∨(P ∧Q))∨P

(c) ¬(¬(P→Q)→ P)
(d) (P→ (Q∨R))→ (P→Q)
(e) ¬(P ∧Q)∨¬R

10. Koja od sljedećih rečenica je logička istina, ispunjiva (ali ne i logička
istina) ili logička laž

(a) (P ∧(Q∨P))∧¬P

(b) ((P→Q)→ P)→ P

(c) (P→Q)↔¬P

(d) (P ∨Q)↔ (¬P→Q)
(e) ¬(P ∨P→Q)
(f) P ∨Q→ P ∧Q

(g) [(P ∧Q)→R]→ [(Q∧¬R)→¬P]



120 2. Logički jezik veznika

11. Je li ispunjiv sljedeći skup rečenica

(a) A→B, ¬B

(b) A→B, ¬B∨C, A∧¬C

(c) A∨B→C, ¬((¬A∧¬B)∨C)

12. Jesu li logički ekvivalentne sljedeće rečenice

(a) ¬(A∧B) i ¬A∧¬B

(b) ¬(A→B) i ¬A→¬B

(c) A↔B i ¬A↔¬B

(d) ¬(A↔B) i ¬A↔B

(e) A→ (B→C) i A∧B→C

13. Sljedeće rečenice napišite u logički ekvivalentnoj formi u kojoj su
negacije na atomarnim rečenicama

(a) ¬((A→B)∧(¬B→ A))
(b) ¬(B→ (A→B∨A))
(c) ¬(¬B→ A∨(B∧A))

14. Nad̄ite disjunktivnu normalnu formu za sljedeće Booleove funkcije:

(a) a b f (a,b)
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 1

(b) a b c f (a,b, c)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

15. Nacrtajte digitalne sklopove koji računaju sljedeće Booleove funkcije

(a) (x1∧ x2)∨¬x3

(b) ¬(x1∧ x2)∧(x1∨ x3)
(c) ¬((¬x1∧ x2)∨¬(¬x1∧ x3))
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16. Alarmni sustav se sastoji od glavne sklopke s kojom se sustav
uključuje (1) ili isključuje (0) i dva senzora s1 i s2 koja reagiraju
na pokret (tad su u stanju 1) Alarm a se uključuje kad je sklopka
uključena i kad je barem jedan od senzora reagirao na pokret.
Opišite Booloevu funkciju a = f (s, s1, s2) alarmnog sustava i nad̄ite
joj disjunktivnu normalnu formu. Koristeći prethodni opis alarmnog
ured̄aja pokušajte naći jednostavniji izraz.

17. Centralno grijanje kontroliraju 3 termostata t1, t2 i t3 u 3 sobe šaljući
signal (1) ako je temperatura pala ispod 17°C. Centralno grijanje
c se pali (1) kad je temperatura u barem dvije sobe ispod 17°C.
Opišite Booloevu funkciju c = f (t1, t2, t3) alarmnog sustava i nad̄ite
joj disjunktivnu normalnu formu.

18. Ispitajte pomoću tablica istine koje su od sljedećih tvrdnji istinite

(a) P,P→Q ⊧Q

(b) P ⊧ P ∨Q

(c) P ∧Q ⊧ P

(d) P→Q,Q ⊧ P

(e) P ∨¬Q,P ∨Q ⊧ P

(f) P ∨Q,P→Q ⊧ P ∧Q

(g) ¬(P→Q)⊧¬P→¬Q

(h) ¬P ⊧¬(P ∧Q)
(i) P→¬Q,R→Q ⊧R→¬P

(j) (P ∨Q)→R ⊧ P→R

(k) P→Q,P→¬Q ⊧¬P

(l) P→Q,¬P→Q ⊧Q

(m) P→Q,P ∨Q ⊧ P↔Q

Stabla opovrgavanja

19. Ispitajte pomoću stabala opovrgavanja koje su od sljedećih tvrdnji
istinite
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(a) A∨B→C,¬C ⊧¬(A∨B)
(b) (A∧B)∨C,¬A ⊧C

(c) A∨B,C∨A,¬A ⊧B∧C

(d) A∨B,C∨D,¬(B∨D)⊧ A∨C

(e) A↔B ⊧ A∨C↔B∨C

(f) A→ (B∨C)⊧ (A→B)∨(A→C)
(g) A→ (B∨C),B∧C→D ⊧ A→D

(h) A→B,C→D,¬B∨¬D ⊧¬A∨¬C

(i) (A∨(B∧C))→B je tautologija

(j) (A∨B)∧¬A∧¬B je kontradikcija

(k) ¬((A∨B)∧¬C)⊧ (¬A∧¬B)∨C

(l) ¬(A∧(¬A∨(B∧C)))∨B je tautologija

(m) P ∨¬Q,P→Q,P↔¬Q je ispunjiv skup

(n) A∧¬B,B∧¬C,¬A→C je ispunjiv skup

Prevod̄enje i argumentiranje

20. Prevod̄enjem u jezik veznika ispitajte ispravnost sljedećeg argumen-
tiranja

(a) Ako se Ivana igra tad ne piše zadaću. Ako ne piše zadaću mama
će se ljutiti. Mama se ne ljuti. Dakle, Ivana se ne igra.

(b) Kad Ivan nosi košulju nosi i kravatu. Kad Ivan nosi kratke
hlače ne nosi košulju. Dakle, kad Ivan nosi kratke hlače ne nosi
kravatu.

(c) Ako bude kišilo i Ana ne bude imala kišobran bit će mokra. Kiši
a Ana nije mokra. Dakle, Ana ima kišobran.

(d) Ivan govori istinu ili Bruno govori istinu. Hrvoje ne govori istinu
ili Bruno ne govori istinu. Dakle, Ivan govori istinu ili Hrvoje ne
govori istinu.

(e) Ako cijene rasle nećemo biti sretni. Ako plaće rasle bit ćemo
sretni. Dakle, neće i cijene i plaće rasti.
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(f) Kad ne bih bio umišljen bio bih savršen. Nisam više umišljen.
Dakle, savršen sam.

(g) Ako sam ja u pravu ti si u krivu. Ako si ti u krivu ja nisam u
pravu. Dakle, ti si u krivu.

(h) Ako sam ja u pravu ti si u krivu. Ako si ti u krivu ja nisam u
pravu. Dakle, ja nisam u pravu.

21. Je li sljedeća specifikacija konzistentna? Ako datotečni sistem nije
blokiran tad će nove poruke biti na listi čekanja i bit će poslane u
buffer poruka. Ako nove poruke nisu na listi čekanja bit će poslane u
buffer poruka. Nove poruke neće biti poslane u buffer poruka.

Prirodna dedukcija

22. Dokažite

(a) P ⊧ (P ∨Q)∧(P ∨R)
(b) (B∧A)∨(A∧C)⊧ A

(c) (A∧B)∨(C∧D)⊧B∨D

(d) (P ∧Q)→ (R∧S), P, Q ⊧ S

(e) P→Q, Q→R ⊧ P→R

(f) P ∨Q, P→R, Q→ S ⊧R∨S

(g) (P ∨Q)∧(P ∨R), P→ S, Q→ S, P→T, R→T ⊧ S∧T

(h) P↔Q, Q↔R ⊧ P↔R

(i) P ∨Q, ¬P ⊧Q

(j) ¬(P ∨Q)⊧¬P ∧¬Q

(k) P→Q, ¬Q ⊧¬P

(l) A∨B, ¬B∨C ⊧ A∨C
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Rješenja

1. (a) da

(b) da

(c) ne

2. (a) ((¬A)→ (B∨C))

(b) ((A∨B)→ (B→ (¬A)))

(c) (A→ (B∨(¬(B→ A))))

3. (a) 0 (b) 0 (c) 1 (d) 0 (e) 0 (f) 1 (g) 1

4. (a) 1 (b) 0 (c) 0 (d) 0 (e) 1 (f) 1 (g) 1 (h) 1
(i) 0 (j) 1

5. x < 1
x

≡ x− 1
x
< 0

≡ x2−1
x

< 0

≡ (x−1)(x+1)
x

< 0

≡ x−1 > 0 ∧ x+1 > 0 ∧ x < 0
∨

x−1 < 0 ∧ x+1 > 0 ∧ x > 0
∨

x−1 > 0 ∧ x+1 < 0 ∧ x > 0
∨

x−1 < 0 ∧ x+1 < 0 ∧ x < 0
≡ x > 1 ∧ x >−1 ∧ x < 0

∨
x < 1 ∧ x >−1 ∧ x > 0

∨
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x > 1 ∧ x <−1 ∧ x > 0
∨

x < 1 ∧ x <−1 ∧ x < 0

≡ nemoguće ∨ 0 < x < 1 ∨ nemoguće ∨ x <−1
≡ 0 < x < 1 ∨ x <−1

6. Na posve isti način možemo dokazati i da Bog ne postoji (samo
umjesto ’Bog postoji’ stavimo ’Bog ne postoji’) kao i bilo koju drugu
tvrdnju. Ovo je primjer situacije u kojoj istinitost atomarne rečenice
(uvjet ’Ova rečenica je istinita’) ovisi o istinitosti rečenice kojoj je
ta atomarna rečenica dio i kojoj tako istinitost ovisi o istinitosti
te atomarne rečenice. Dakle, narušena je pretpostavka klasične
semantike, da je istinitost atomarnih rečenica unaprijed zadana,
pa prethodni argument, koji se poziva na klasičnu semantiku nije
ispravan. Dakle, nije dokazano da Bog postoji. Bože, oprosti meni
nevjerniku.

7. ’Pokažite mi mjesto u kojem vi živite.’

8. ’Ispeći ćete me.’

9. a)

P Q P ∧Q ¬P ¬Q ¬P ∧¬Q (P ∧Q)∨(¬P ∧¬Q)
0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1

b)

P Q P ∧Q P ∨(P ∧Q) ¬(P ∨(P ∧Q)) ¬(P ∨(P ∧Q))∨P
0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 0 1
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c)

P Q P→Q ¬(P→Q) ¬(P→Q)→ P ¬(¬(P→Q)→ P)
0 0 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 1 0

d)

P Q R Q∧R P→ (Q∧R) P→Q [P→ (Q∧R)]→ (P→Q)
0 0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

e)

P Q R P ∧Q ¬(P ∧Q) ¬R ¬(P ∧Q)∨¬R
0 0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 1 1
1 1 1 1 0 0 0

10. (a) logička laž

(b) logička istina

(c) ispunjiva

(d) logička istina

(e) logička laž

(f) ispunjiva
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(g) logička istina

11. (a) da

(b) ne

(c) ne

12. (a) ne

(b) ne

(c) da

(d) da

(e) da

13. (a) (A∧¬B)∨(¬B∧¬A)
(b) B∧A∧¬B∧¬A (kontradikcija)

(c) ¬B∧¬A∧(¬B∨¬A)

14. (a) f (a,b) = (a∧¬b)∨(a∧b)
(b) (¬a∧¬b∧¬c)∨(¬a∧b∧ c)∨(a∧b∧¬c)∨(a∧b∧ c)

15. a)
x
1

x
2

x
3
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16. s s1 s2 a
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

a = (s∧¬s1∧ s2)∨(s∧ s1∧¬s2)∨(s∧ s1∧ s2)
a = s∧(s1∨ s2)

17. t1 t2 t3 c
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

c = (¬t1∧ t2∧ t3)∨(t1∧¬t2∧ t3)∨(t1∧ t2∧¬t3)∨(t1∧ t2∧ t3)

18. (a) da (b) da (c) da (d) ne (e) da (f) ne (g) da
(h) da (i) da
(j) da (k) da (l) da (m) ne

19. (a) da (b) da (c) da (d) da (e) da (f) da (g) ne
(h) da (i) ne
(j) da (k) da (l) da (m) ne (n) da

20. (a) da (b) ne (c) da (d) da (e) da (f) da (g) ne
(h) da

21. da

22. (a) 1. P (A)
2. P ∨Q (1 Intro ∨)
3. P ∨R (1 Intro ∨)
4. (P ∨Q)∧(P ∨R) (2,3 Intro ∧)
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(b) 1. (B∧A)∨(A∧C) (A)
2. Ð→B∧A (A)
3. ←Ð A (2 Elim ∧)
4. Ð→ A∧C (A)
5. A (4 Elim ∧)
6. A (1, 2-3, 4-5 Elim ∨)

(c) 1. (A∧B)∨(C∧D) (A)
2. Ð→ A∧B (A)
3. B (2 Elim ∧)
4. ←ÐB∨D (3 Intro ∧)
5. Ð→C∧D (A)
6. D (5 Elim ∧)
7. ←ÐB∨D (6 Intro ∨)
8. B∨D (1, 2-4, 5-7 Elim ∨)

(d) 1. (P ∧Q)→ (R∧S) (A)
2. P (A)
3. Q (A)
4. P ∧Q (2,3 Intro ∧)
5. R∧S (1,4 Elim →)
6. S (5 Elim ∧)

(e) 1. P→Q (A)
2. Q→R (A)
3. Ð→ P (A)
4. Q (1,3 Elim →)
5. ←ÐR (2,4 Elim →)
6. P→R (3-5 Intro →)
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(f) 1. P ∨Q (A)
2. P→R (A)
3. Q→ S (A)
4. Ð→ P (A)
5. R (2,4 Elim →)
6. ←ÐR∨S (5 Intro ∨)
7. Ð→Q (A)
8. S (3,7 Elim →)
9. ←ÐR∨S (8 Intro ∨)
10. R∨S (1, 4-6, 7-9 Elim ∨)

(g) 1. (P ∨Q)∧(P ∨R) (A)
2. P→ S (A)
3. Q→ S (A)
4. P→T (A)
5. R→T (A)
6. P ∨Q (1 Elim ∧)
7. Ð→ P (A)
8. ←Ð S (2,7 Elim →)
9. Ð→Q (A)
10. ←Ð S (3-9 Elim →)
11. S (6, 7-8, 9-10 Elim ∨)
⋮ analogno se pokaže

S∧T (Intro ∧)

(h) 1. P↔Q (A)
2. Q↔R (A)
3. Ð→ P (A)
4. Q (1,3 Elim↔)
5. ←ÐR (2,4 Elim↔)
6. Ð→R (A)
7. Q (2,6 Elim↔)
8. ←Ð P (1,7 Elim↔)
9. P↔R (3-5, 6-8 Intro↔)
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(i) 1. P ∨Q (A)
2. ¬P (A)
3. Ð→ P (A)
4. P ∧¬P (2,3 Intro I)
5. ←ÐQ (4. izvedeno pravilo da

iz kontr. sve dobivamo)
6. Ð→←Ð Q (A)
7. Q (1, 3-5, 6 Elim ∨)

(j) 1. ¬(P ∨Q) (A)
2. Ð→ P (A)
3. P ∨Q (2 Intro ∨)
4. ←Ð (P ∨Q)∧¬(P ∨Q) (1,3 Intro ∧)
5. ¬P (2-4 Intro ¬)
⋮

¬Q (analogno pokažemo)
¬P ∧¬Q (Intro ∧)

(k) 1. P→Q (A)
2. ¬Q (A)
3. Ð→ P (A)
4. Q (1,3 Elim →)
5. ←ÐQ∧¬Q (2,4 Intro ∧)
6. ¬P (3-5 Intro ¬)

(l) 1. A∨B (A)
2. ¬B∨C (A)
3. Ð→ A (A)
4. ←Ð A∨C (3 Intro ∨)
5. Ð→B (A)
6. Ð→¬B (A)
7. B∧¬B (5,6 Intro ∧)
8. ←Ð A∨C (7 iz kontr. sve slijedi)
9. Ð→C (A)
10. ←Ð A∨C (9 Intro ∨)
11. ←Ð A∨C (2, 6-8, 9-10 Elim ∨)
12. A∨C (1, 3-4, 5-11 Elim ∨)
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3
Logički jezik predikata

Sad ćemo zaviriti u atomarne rečenice i njihovu strukturu dodati
strukturi veznika. Najjednostavnija je deklarativna rečenica tipa subjekt-
predikat, npr. ’Švrćo je pas’ ili ’3 je prost broj’. Subjekt odred̄uje ono o
čemu govorimo (o Švrći ili o broju 3) a predikat što govorimo (da je pas
ili da je prost broj). Da za neki objekt a vrijedi P obično ćemo označavati
P(a). U rečenicama ’Švrćo je prijatelj Odiju’ i ’3 < 5’ govorimo nešto o
parovima objekata. Da su objekti a i b u odnosu R pisat ćemo R(a,b),
ali i a R b. Isto tako u rečenicama ’Švrćo je preskočivši Odija dotrčao do
Lori.’ i ’3 je izmed̄u 2 i 4.’ govorimo o tri objekta. I općenito kad za n
objekata a1,a2, . . . ,an, vrijedi P bilježit ćemo P(a1,a2, . . . ,an). Za simbol ’P ’
(kojim simboliziramo ono što se govori o objektima) kažemo da je n-mjesni
predikatski ili relacijski simbol.

Značenje predikatskih simbola ovisi o području razgovora. Nećemo se
za ljude pitati koji su parni nego za brojeve, niti ćemo za brojeve pitati koji
kojeg voli nego za ljude. Med̄utim, postoji jedan odnos koji je prisutan u
svakom području a to je jednakost . Da je ’a = b’ ne znači ništa drugo nego
da imena ’a’ i ’b’ imenuju isti objekt. Npr. 1+ 2 = 0+ 3 jer opisi ’1+ 2’ i
’0+3’ opisuju isti broj (3). Za jednakost kažemo da je logički pojam jer za
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njegovo odred̄enje nije potrebno ništa znati o svijetu već samo o tome kako
funkcionira jezik. Naravno da bismo saznali je li ’Superman = Clark Kent’
moramo pogledati u stripovsku ’realnost’, ali smisao tog pojma nam je i bez
toga jasan. Za razliku od toga, usporedba brojeva pripada svijetu brojeva.
Ne samo da bismo utvrdili je li 3 < 5, već da bismo uopće razumjeli značenje
te tvrdnje, moramo poznavati svijet brojeva a ne samo strukturu jezika, pa
to nije logički pojam.

U atomarnim rečenicama o objektima govorimo koristeći njihova imena,
koja mogu biti jednostavna, npr. ’Švrćo’ ili ’3’, ili opisna, ’Ivičin glavni
ljubimac’ ili ’1+1+1’. Opisno ime uvijek dobijemo tako da objekt opišemo
pomoću drugih objekata. Npr. broj 2+ 3 smo opisali pomoću brojeva 2 i
3. Sam opis je identificiran jednoznačnim opisnim pravilom koje nam kaže
kako od brojeva 2 i 3 dobiti traženi broj: to je njihov zbroj. Opis nekog
objekta pomoću objekata a1,a2, . . . ,an na koje primjenjujemo opisno pravilo
f bilježit ćemo f (a1,a2, . . . ,an). Za simbol ’ f ’ (kojim simboliziramo pravilo
opisivanja) kažemo da je n-mjesni funkcijski simbol. Kad je f 2-mjesni
funkcijski simbol umjesto f (a,b) radije ćemo pisati a f b. Npr. umjesto
+(2,3) radije ćemo pisati 2+3.

U poglavlju o matematičkom jeziku vidjeli smo da je jako važno imati
varijable u jeziku. Zato ćemo dopustiti da svugdje u opisima i rečenicima
umjesto imena objekata o kojima govorimo mogu biti i varijable. Tako ćemo
imati npr. rečenicu ’3 < x’ i opis ’x+ 1’. Je li takva rečenica istinita i što
taj opis imenuje ovisit će o tome što će nam imenovati varijabla. Takve
rečenice i opise kojima značenje ovisi o značenju varijabli u njima nazvat
ćemo otvorene rečenice i opisi, a one kojima značenje ne ovisi o značenju
varijabli nazvat ćemo (zatvorene) rečenice i opisi. Od otvorene rečenice
možemo dobiti zatvorenu rečenicu tako da umjesto varijable stavimo ime
nekog objekta ili pak da pred rečenicu stavimo kvantifikatore.

] [.∃x 3 < x
istina ] ] - otvorena rečenica

- zatvorene rečenice
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Sad kad smo pobrojali sve bitne elemente ovog jezika trebamo precizirati
njegovu sintaksu (precizirati što su opisi i što su rečenice jezika) i semantiku
(precizirati značenja tim jezičnim formama).

3.1 Sintaksa

Za ilustraciju, radi odred̄enosti i jednostavnosti, uzet ćemo jezik prirod-
nih brojeva.

Već smo rekli da svaki jezik gradimo od simbola, osnovnih elemenata
u čiju strukturu nećemo ulaziti. To mogu biti standardna slova abecede,
ali i nizovi slova, ili pak hijeroglifi, ili crta (-) i točka (⋅) kao kod Morseove
abecede. Da bismo govorili o odred̄enim objektima moramo imati simbole
kojima ćemo ih imenovati. Kod prirodnih brojeva istaknuti elementi su
nula i jedan i za njihovo označavanje ćemo koristiti standardne simbole 0
i 1. Simbole jezika kojima imenujemo objekte nazivamoimenski simboli
ili konstante i općenito ćemo ih označavati slovima a, b, c. . . . Nadalje
moramo imati simbole za operacije (funkcije) kojima jednim objektima
pridružujemo druge objekte, ili prijašnjim rječnikom rečeno, kojima po-
moću jednih objekata opisujemo druge objekte. Kod prirodnih brojeva
ćemo uvesti dvomjesne simbole ’+’ i ’⋅’ za osnovne operacije zbrajanja i
množenja prirodnih brojeva. Simbole jezika koji u jeziku simboliziraju
ova pridruživanja nazivamo funkcijski simboli i označavat ćemo ih
općenito slovima f , g, h,. . . . Takod̄er, svakom funkcijskom simbolu
pridružujemo prirodan broj n, njegovu mjesnost koja kaže s koliko ga imena
spajamo u opis. Analogno ćemo i odnose med̄u objektima simbolizirati
u jeziku odgovarajućim simbolima. Npr., u jeziku prirodnih brojeva
imat ćemo dvomjesni simbol < kojim simboliziramo usporedbu prirodnih
brojeva. Simbole koji simboliziraju odnose med̄u objektima nazivamo
predikatskim ili relacijskim simbolima. Za njih ćemo općenito koristiti
velika slova abecede, A, F, P. . . . Svakom takvom simbolu pridružujemo
prirodan broj n, njegovu mjesnost koja kaže s koliko ga imena spajamo u
rečenicu. Pored ovih nelogičkih simbola imat ćemo i logičke simbole,
dvomjesni logički simbol jednakosti ’=’, veznike ¬, ∧, ∨, → i ↔,
kvantore ∀ i ∃, varijable x, y, z, . . . i punktuacijske simbole ’(’, ’)’ i
’,’.
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Simboli jezika predikata
Logički simboli:
jednakost : =
veznici : ¬, ∧, ∨, → i↔
kvantori : ∀ i ∃
varijable: x, y, z
pomoćni simboli : ’(’, ’)’ i ’,’

Nelogički simboli:
konstante: a, b, c. . .
funkcijski simboli : f , g, h,. . .
relacijski simboli : A, F, P. . .

Pošto su logički simboli zajednički svim jezicima predikata, pojedini
jezik identificiramo skupom njegovih nelogičkih simbola. Tako ćemo za jezik
prirodnih brojeva uzeti konstante 0 i 1, funkcijske simbole ’+’ i ’⋅’ i relacijski
simbol ’<’. Ostale simbole, vidjet ćemo poslije, definiramo pomoću ovih.

Opise ili tzv terme (stručni termin) rekurzivno definiramo pomoću
konstanti, varijabli i funkcijskih simbola. Npr. opisi su 0 i 1, ali i x (otvoreni
opis). Od takvih primarnih opisa pomoću funkcijskih simbola gradimo
složenije opise, npr. +(0,1), ⋅(1,x) ali i +(+(0,1), ⋅(1,x), itd. Rekli smo da
ćemo kod 2-mjesnih simbola umjesto prethodne prefiksne notacije koristiti
i infiksnu notaciju. Npr. umjesto +(0,1) pisat ćemo i (0+1), a umjesto
+(+(0,1), ⋅(1,x) pisat ćemo i ((0+1)+(1⋅x)). Preciznije (sjetite se definicije
skupa rečenica jezika veznika), skup opisa ili terma je najmanji skup koji
sadrži niže navedene bazne objekte i zatvoren je na navedena pravila:

baza: konstante a, b, c, . . . i varijable x, y, z, . . .

pravila: za f je n-mjesni funkcijski simbol t1, t2, . . . , tn↦ f (t1, t2, . . . , tn)
za f je 2-mjesni funkcijski simbol t1, t2↦ (t1 f t2)

Naprosto krenemo od konstanti i simbola i primjenjujemo navedena pravila.
Kad smo u nekom koraku izgradili opise t1, t2, . . . , tn, primijenivši na njih
n-mjesni funkcijski simbol f , dobit ćemo novi opis f (t1, t2, . . . , tn), a za 2-
mjesni još dopuštamo i (t1 f t2).



3.1. Sintaksa 137

Kao i kod rečenica jezika veznika, za svaki string, gradeći njegovo stablo
izvoda, možemo provjeriti je li opis. Npr. za +(+(0,1), ⋅(1, x)) imamo:

+(+(0,1), ⋅(1, x))

+(0,1)

0 1

⋅(1, x)

1 x

Pošto smo dobili stablo izvoda to je zaista opisna forma.

Primjer 3.1.1. Ispitajmo jesu li sljedeći stringovi opisi:

a) +(⋅(+(x, y),1), ⋅(x, y))

b) +(⋅(x),+(0, x)).

Rješenje: a) +(⋅(+(x, y),1), ⋅(x, y))

⋅(+(x, y),1)

+(x, y)

x y

1

⋅(x, y)

x y

Dakle, to je opis.

b) +(⋅(x),+(0, x))

⋅(x)
?

+(0, x))

0 x

Ovaj string nije opis jer razlaganje nije dalo stablo izvoda.

Y

Mada je precizna sintaksa nužna, npr. ako želimo pisati programe koji
će ispitivati sintaksu, mi je se nećemo tako striktno držati. Izostavljat ćemo
zagrade koje nam nisu nužne a med̄u funkcijskim simbolima ćemo uvest
hijerarhiju (npr. da ’⋅’ ima prioritet u djelovanju u odnosu na ’+’). Tako ćemo
npr. umjesto +(⋅(+(x, y),1), ⋅(x, y)) radije pisati
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(x+ y) ⋅1+ x ⋅ y

i smatrati da je sljedeće stablo takod̄er stablo izvoda

(x+ y) ⋅1 + x ⋅ y

(x+ y) ⋅ 1

x + y

x y

1

x ⋅ y

x y

Opise koje nemaju u sebi varijable zovemo zatvorenim opisima ili
naprosto opisima a one druge otvorenim opisima.

Na isti rekurzivan način ćemo opisati i rečenice jezika predikata. Npr.
rečenice će nam biti tzv atomarne rečenice (0 < 1) i ((0+ x) = 1), ali i one
koje dobijemo od ovih primjenom veznika i kvantora, (∃x((0 + x) = 1)),
((0 < 1)∧ (∃x((0+ x) = 1))), itd. Za binarne relacijske simbole više ćemo
koristiti ovu infiksnu notaciju od prefiksne notacije u kojoj npr. umjesto
(0 < 1) pišemo < (0,1) a umjesto ((0 < 1) ∧ (∃x((0 + x) = 1))) pišemo (<
(0,1)∧ (∃x = (+(0, x),1))). Med̄utim, kad relacijski simboli nisu 2-mjesni
prefiksna notacija je najjednostavnija. Skup rečenica ili formula je
najmanji skup koji sadrži dolje navedene bazne objekte i zatvoren je na
navedena pravila:

baza: atomarne rečenice, tj. rečenice oblika (t1 = t2) ili R(t1, . . . , tn) ili
(t1Rt2)

pravila: α↦ (¬α),(∀x α),(∃x α)
α,β↦ (α∧β),(α∨β),(α→β),(α↔β)

Primjer 3.1.2. Ispitajmo jesu li sljedeći stringovi rečenice:

a) (∃y((x < y)→ (∀z(z = x))))

b) (∀x(∀y(((1+ x) < y)∧(∀z(((0+1) = z)→ x))))).

Rješenje: To ćemo ispitati na isti način kako smo ispitivali jesu li stringovi
rečenice jezika veznika ili pak opisi. Za dati string, ako nije bazni slučaj,
tražimo pravilo izgradnje po kojem je nastao iz drugih stringova. Ako
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nije nastao pomoću ijednog od danih pravila tad nije rečenica. Ako pak
jeste nastao primjenom jednog pravila, tad ga po tom pravilu rastavimo
na podstringove na koje opet primijenimo ovaj postupak. Ako ga tako
rastavimo na bazne elemente (dobijemo stablo izvoda) tad jeste rečenica,
a ako u nekom koraku ne postoji pravilo po kojem ga možemo razgraditi tad
nije rečenica:

a) (∃y((x < y)→ (∀z(z = x))))

((x < y)→ (∀z(z = x)))

x < y

x y

∀z(z = x)

(z = x)

z x
Dakle, rečenica je.

b) Ovo je primjer malo većeg stringa pa, ako nismo sigurni koja je kons-
trukcija zadnja urad̄ena, moramo brojati zagrade kako je to opisano kod
rečenica jezika veznika,

(∀x(∀y(((1+ x) < y)∧(∀z(((0+1) = z)→ x)))))

(∀y(((1+ x) < y)∧(∀z(((0+1) = z)→ x))))

(((1+ x) < y)∧(∀z(((0+1) = z)→ x)))

((1+ x) < y)

(1+ x)

1 x

y

(∀z(((0+1) = z)→ x))

(((0+1) = z)→ x)

((0+1) = z)

(0+1)

0 1

z

x
?

treba biti
rečenica

Dakle, nije rečenica.

Y



140 3. Logički jezik predikata

Mada je službena sintaksa nužna za računalo, čovjeku je milija nesluž-
bena sintaksa. Izbacit ćemo sve zagrade koje nam se čine nepotrebne i
pravilima hijerarhije operacija dodat ćemo pravilo po kojem kvantori imaju
zajedno s negacijom najviši prioritet. Med̄utim, dogovor je i da kvantori na
početku rečenice ako su odvojeni prazninom od ostalog dijela rečenice imaju
najniži prioritet. Tako ćemo umjesto (∀x(∀y((¬(x = y))∨ (x = 0)))) radije
pisati

∀x∀y ¬x = y∨ x = 0

Naravno, ako nekad nismo sigurni kako pročitati rečenicu tad je moramo
prevesti u ’službenu’ rečenicu.

U rečenici ∃x x < y uloga varijabli x i y nije jednaka. Umjesto varijable y
možemo staviti konstantu (npr. dobit ćemo rečenicu ∃x x < 1), dok umjesto
varijable x ne možemo staviti konstantu (npr. dobit ćemo string ∃1 1 < y
koji nije rečenica). Za varijablu x kažemo da je vezana u rečenici dok za
varijablu y kažemo da je slobodna u rečenici. Ista varijabla može biti i
slobodna i vezana u rečenici kao npr. varijabla x u rečenici (∃x x = 1)∧ x =
0. Slijedi precizna definicija. Ako rečenica α sadrži kao svoj dio rečenicu
∀x β, tad za svaki pojavu varijable x u rečenici β kažemo da je vezana
pojava varijable x u rečenici α. Pojave varijable x koje nisu vezane zovemo
slobodne pojave varijable x u rečenici α. Za varijablu x kažemo da je
slobodna varijabla u rečenici α ako ima slobodnu pojavu u toj rečenici, a
vezana varijabla ako ima vezanu pojavu u toj rečenici. Isto tako za pojavu
nekog opisa t u rečenici α kažemo da je slobodna pojava opisa ako su sve
pojave varijabli u opisu slobodne.

Rečenicu koja nema slobodnih varijabli nazivamo zatvorena rečenica,
a često i samo rečenica, dok ostale rečenice zovemo .
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3.2 Semantika

Sad ćemo jezičnim formama pridijeliti značenje. Kad odredimo značenja
osnovnim nelogičkim simbolima jezika tad ćemo po smislu koji pridajemo
jezičnim konstrukcijama odrediti značenje svakog opisa i svake rečenice.

Pridjeljivanje značenja osnovnim nelogičkim simbolima zovemo inter-
pretacijom ili modelom ili mogućim svijetom jezika. Nju ćemo kratko
označavati s M. Tako ćemo jeziku prirodnih brojeva L = {0,1,+, ⋅,<} odrediti
interpretaciju kad odredimo značenja svih navedenih simbola. Pored toga
moramo odrediti i neprazan skup objekata o kojima jezik govori, skup
iz kojega ćemo pridjeljivati vrijednosti varijablama. Taj skup nazivamo
domena interpretacije i označavamo Dom(M). U slučaju jezika brojeva
prvo ćemo odrediti smjeranu interpretaciju jezika, interpretaciju MN u
kojoj jezik govori o prirodnim brojevima a ne o nečem drugom. Poslije ćemo
vidjeti kako možemo zadati i drugačije interpretacije. Svakoj konstanti
jezika c pridružit ćemo objekt cM iz domene interpretacije koju ta konstanta
imenuje. Tako ćemo u jeziku brojeva konstanti 0 pridružiti prirodan broj
nula, kojeg u ovom kontekstu označavamo 0MN , a konstanti 1 prirodan broj
jedan kojeg označavamo s 1MN . Intuitivno, svaki n-mjesni funkcijski simbol
f simbolizira jedno opisno pravilo kojim pomoću n-torke objekata iz domene
interpretacije opisujemo (identificiramo) objekt iz domene. Zato ćemo
mu pridružiti jednu funkciju f M , operaciju koja svakoj n-torki objekata
iz domene interpretacije pridružuje objekt iz domene. Pojam funkcije
ćemo utočniti u poglavlju o skupovima. Ovdje nam je dovoljno intuitivno
razumijevanje tog pojma koje se obično usvoji u elementarnom matema-
tičkom obrazovanju. Tako ćemo 2-mjesnom simbolu + pridružiti zbrajanje
prirodnih brojeva koje ćemo u ovom kontekstu označavati +MN . Isto tako
ćemo 2-mjesnom simbolu ⋅ pridružiti množenje prirodnih brojeva koje ćemo
u ovom kontekstu označavati ⋅MN . Intuitivno, relacijski n-mjesni simbol
R simbolizira odnos izmed̄u n-torke objekata domene interpretacije. Zato
ćemo mu pridružiti jednu operaciju (funkciju) RM koja n-torci objekata
iz domene pridružuje broj 1 kad smatramo da oni jesu u tom odnosu,
a broj 0 kad smatramo da nisu u tom odnosu. Tako ćemo 2-mjesnom
relacijskom simbolu < pridružiti usporedbu prirodnih brojeva koju ćemo u
ovom kontekstu označavati <MN . Time je definirana jedna (standardna)
interpretacija jezika brojeva.
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Interpretacija jezika

Interpretacija M jezika L je pridruživanje koje skupu varijabli
Var pridružuje neprazan skup objekata Dom(M) koji zovemo domena
interpretacije, svakoj konstanti c objekt domene cM , svakom n-mjesnom
funkcijskom simbolu f n-mjesnu funkciju f M na domeni interpretacije
a svakom n-mjesnom relacijskom simbolu R n-mjesnu funkciju RM koja
svakoj n-torki domene pridružuje 0 ili 1. Malo čvršćim matematičkim
rječnikom rečeno (taj rječnik ćemo poslije detaljno usvojiti) to je sljedeće
pridruživanje:

Var↦Dom(M)
konstanta c↦ cM ∈Dom(M)
n-mjesni funkcijski simbol f ↦ f M ∶Dom(M)n→Dom(M)
n-mjesni relacijski simbol R↦RM ∶Dom(M)n→ {0,1}

Specijalno, za jezik prirodnih brojeva imamo

Standardna interpretacija MN jezika prirodnih brojeva

Var↦ skup brojeva N(=Dom(MN))
0↦ prirodan broj nula (= 0MN)
1↦ prirodan broj jedan (= 1MN)
+↦ zbrajanje prirodnih brojeva (=+MN)
⋅ ↦ množenje prirodnih brojeva (= ⋅MN)
< ↦ usporedba prirodnih brojeva (=<MN)

Kao i kod jezika veznika i ovdje su prisutne iste karakteristike osiro-
mašenja, ali i preciziranja jezika. Za ime nas zanima samo što imenuje, za
funkcijski simbol što je čemu pridruženo u opisnom pravilu, a za relacijski
simbol što jeste a što nije u simboliziranom odnosu. Napomenimo još jed-
nom, takvo suženje značenja jezika nazivamo Fregeovom apstrakcijom.

Jeziku brojeva možemo zadati i drugačije interpretacije. Npr. za domenu
interpretacije možemo uzeti skup kvadratnih matrica, za 0 i 1 možemo uzeti
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nultu i jediničnu matricu, za + i ⋅ zbrajanje i množenje matrica, a za <
usporedbu matrica u kojoj je matrica A manja od matrice B ako joj je korjen
zbroja kvadrata svih članova manji. Čitatelj koji nije upoznat s matricama
i matričnim operacijama može preskočiti ovaj primjer.

Matrična interpretacija MM jezika prirodnih brojeva

Var↦ skup kvadratnih matrica oblika [a11 a12
a21 a22

](=Dom(MM))

0↦ [0 0
0 0](= 0MM)

1↦ [1 0
1 0](= 1MM)

+↦ zbrajanje matrica

[a11 a12
a21 a22

]+[b11 b12
b21 b22

] = [a11+b11 a12+b12
a21+b21 a22+b22

](=+MM)

⋅↦ množenje matrica

[a11 a12
a21 a22

] ⋅[b11 b12
b21 b22

] = [a11 ⋅b11+a12 ⋅b21 a11 ⋅b12+a12 ⋅b22
a21 ⋅b21+a22 ⋅b11 a21 ⋅b12+a22 ⋅b22

](= ⋅MM)

< ↦ usporedba matrica A <B↔ ∣A∣ < ∣B∣ = (<MN),

gdje je ∣[a11 a12
a21 a22

]∣ =
√

a2
11+a2

12+a2
21+a2

22

U opisu značenja simbola, radi jednostavnosti, koristili smo iste simbole jer
je iz konteksta jasno o kojem je značenju riječ. Kad bismo htjeli biti posve
korektni to bi npr. trebalo izgledati ovako

1MM = [1MN 0MN

1MN 0MN]

[a11 a12
a21 a22

]+MM [b11 b12
b21 b22

] = [a11+MN b11 a12+MN b12
a21+MN b21 a22+MN b22

]
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Možemo izmisliti i sasvim proizvoljnu interpretaciju jezika brojeva. Za
domenu ćemo na primjer uzeti skup {kamen, škare, papir}, za 0 kamen za
1 škare, operacije ćemo posve proizvoljno definirati sljedećim tablicama

x

y
x+ y kamen škare papir
kamen papir kamen škare
škare škare papir kamen
papir kamen škare papir

x ⋅ y kamen škare papir
kamen kamen papir papir
škare škare škare kamen
papir kamen škare kamen

a usporedba neka bude tko je "slabiji"

x < y kamen škare papir
kamen 0 0 1
škare 1 0 0
papir 0 1 0

Tako je npr. kamen + papir = škare, papir ⋅ škare = škare i škare < kamen.
Ovu izmišljenu interpretaciju ćemo nazvati MI.

Već na ovim primjerima možemo vidjeti da za razliku od jezika veznika
jezik predikata ima puno bogatiji svijet interpretacija. Dok za konačan
skup atomarnih rečenica jezika veznika imamo konačno interpretacija ovdje
svaki jezik ima beskonačno interpretacija.

Interpretacija nam omogućava da svakom zatvorenom opisu pridružimo
objekt iz domene interpretacije kojeg on imenuje. Tako npr. 0+1 imenuje
broj jedan u interpretaciji MN, jediničnu matricu u interpretaciji MM a
kamen u interpretaciji MI. Med̄utim, što će otvoreni opis 0+ x imenovati
ovisi o tome što će x imenovati. Da bismo to odredili nije dovoljna
interpretacija jezika već moramo svakoj varijabli pridružiti neki objekt
iz domene. Funkciju koja svakoj varijabli pridružuje objekt iz domene
interpretacije zovemo vrednovanje varijabli i označavat ćemo je s v. To
je dakle funkcija v ∶Var→Dom(M) koja svakoj varijabli x pridružuje objekt
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v(x) iz domene. Na primjer u interpretaciji MN može biti v(x) = 2, u

interpretaciji MM može biti v(x) = [1 2
3 4], a u interpretaciji MI može biti

v(x) = papir.

Interpretacija M i vrednovanje varijabli v posve odred̄uju što svaki
opis imenuje. Funkciju koja svakom opisu t jezika pridružuje objekt kojeg
opisuje zvat ćemo denotacija i označavat ćemo je DM

v . Nju ćemo definirati
rekurzivno. Što će označavati složeniji opis ovisit će o tome što označavaju
opisi od kojih je složen i o značenju funkcijskog simbola pomoću kojeg je
složen. Ideja je jasna. Ako je npr. u interpretaciji MN v(x) = 2 tada 1+ x
označava 3. Malo preciznijim jezikom to izgleda ovako

DMN
v (1+ x) = 1MN +MN v(x) = 1MN +MN 2 = 3

Isto tako je za v(y) = 4 i v(z) = 5

DMN
v (y ⋅ z) = v(y) ⋅MN v(z) = 4 ⋅MN 5 = 20

Sad možemo opisati i značenje terma (1+ x) ⋅(y ⋅ z):

DMN
v (1+ x) ⋅(y ⋅ z) =DMN

v (1+ x) ⋅MN DMN
v (y ⋅ z) = 3 ⋅MN 20 = 60

Zapis je kompliciran, ali eksplicitno pokazuje kako značenje (denotacija)
složenijeg opisa ovisi o značenju (denotaciji) opisa od kojih je složen i o
značenju funkcijskog simbola pomoću kojeg je složen. Sljedeća rekurzivna
definicija denotacije, ma koliko možda izgledala komplicirana, izražava
upravo tu ideju

baza:

- konstanta c imenuje upravo što je odred̄eno modelom M

DM
v (c) = cM

- varijabla x imenuje upravo ono što je odred̄eno njenim vrednovanjem
v

DM
v (x) = v(x)

korak: za terme t1, . . . , tn

DM
v ( f (t1, . . . , tn)) = f M(DM

v (t1),DM
v (t2), . . . ,DM

v (tn))
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DM
v (t1 f t2) =DM

v (t1) f MDM
v (t2)

Kad se jednom razumije kako se radi denotacija svakog opisa ugodnije
je koristiti neformalniji zapis kod kojeg ne pišemo indekse koji kažu o kojoj
je interpretaciji riječ već tu interpretaciju podrazumijevamo. Tako ćemo
se npr. umjesto prethodnog preciznog zapisa radije izraziti na sljedeći
neprecizniji, ali jednostavniji način:

U interpretaciji prirodnih brojeva u kojoj imamo vrednovanje varijabli
značenje izraza x↦ 2, y↦ 4, z↦ 5 je

(1+ x) ⋅(y ⋅ z) = (1+2) ⋅(4 ⋅5) = 3 ⋅20 = 60

Mada je zapis ostao isti uradili smo u danom kontekstu promjenu gledanja
na izraz (1+ x) ⋅(y ⋅ z). Prije spominjanja interpretacije to nam je samo niz
simbola, a kad smo ga stavili u kontekst interpretacije to nam je ime nekog
objekta čiji je svaki dio isto ime nekog objekta ili oznaka operacije s tim
objektima. Formalno, umjesto da "vučemo" indekse na simbolima i oznake
za vrednovanja varijabli koji nam eksplicitno kažu da su to oznake objekata
iz domene interpretacije, mi naprosto te indekse i oznake vrednovanja ne
pišemo već ih podrazumijevamo. Pravilan zapis bi bio sljedeći:

DM
v (1+x)⋅(y⋅z) = (1MN+MN v(x))⋅MN (v(y)⋅v(z)) = (1MN+MN 2)⋅(4⋅5) =

3 ⋅20 = 60

Pogledajmo sad koje je značenje istog izraza u drugim interpretacijama
i vrednovanjima varijabli (koje po prethodnom dogovoru nećemo eksplicitno
pisati već podrazumijevati).

Primjer 3.2.1. Izračunajmo denotaciju opisa (1 + x) ⋅ (y ⋅ z) u sljedećim
interpretacijama i vrednovanjima varijabli:

a) u interpretaciji MM i vrednovanju x↦ [1 1
1 1], y↦ [0 1

1 0], z↦ [1 2
0 1]

b) u interpretaciji MI i vrednovanju x↦ papir, y↦ kamen, z↦ škare.

Rješenje: a) (1+ x) ⋅ (y ⋅ z) = ([1 0
0 1]+[1 1

1 1]) ⋅([
0 1
1 0] ⋅[

1 2
0 1]) = [2 1

1 2] ⋅
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[0 1
1 2] = [1 4

2 5]

b) (1+ x) ⋅(y ⋅ z) = (škare + papir) ⋅ (kamen ⋅ škare) = kamen ⋅ papir = škare.

Y

Primjer 3.2.2. Izračunajmo 0 ⋅ x u sljedećim interpretacijama:

a) u MN za x↦ 2

b) u MM za x↦ [2 0
1 3]

c) u MI za x↦ škare.

Rješenje: a) 0 ⋅ x = 0 ⋅2 = 0

b) 0 ⋅ x = [0 0
0 0] ⋅[

2 0
1 3] = [0 0

0 0]

c) 0 ⋅ x = kamen ⋅ škare = papir.

Za prva dva računa mogli smo odmah zaključiti što je rezultat jer množenje
nulom i kod brojeva i kod matrica daje nulu. Med̄utim, kod množenja
kamena, papira i škara nije tako. Tvrdnja ∀x x ⋅0 = 0 pripada jeziku brojeva,
a je li ona istinita ili ne, ovisi o interpretaciji na način kako ćemo ubrzo
definirati. Y

Primjer 3.2.3. Jezik L = {⊕,∇} gdje je⊕ dvomjesni funkcijski simbol, a ∇
(čitamo nabla) jednomjesni funkcijski simbol interpretirat ćemo na sljedeći
način. Domena interpretacije je skup objekata {a,b, c}, a pripadne operacije
zadane su sljedećim tablicama:

x

y
x⊕ y a b c

a b a a
b c a b
c b c c

x ∇x
a b
b a
c c
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Za vrednovanje x ↦ a, y ↦ b izračunajmo: a) ∇x⊕∇y, b) ∇(x⊕ y) i c)
∇∇x⊕ y. Pri tome podrazumijevamo da jednomjesna operacija ima prioritet
pred dvomjesnom.

Rješenje: a) ∇x⊕∇y =∇a⊕∇b = b⊕a = c

b) ∇(x⊕ y) =∇(a⊕b) =∇(a) = b

c) ∇∇x⊕ y =∇∇a⊕b =∇∇a⊕b =∇b⊕b = a+b = a.

Y

Primjer 3.2.4. Jezik L = { f , g} gdje su f i g redom dvomjesni i jednomjesni
funkcijski simboli interpretirat ćemo na sljedeći način. Domena interpre-
tacije je skup objekata {0,1,2}, a pripadne operacije zadane su sljedećim
tablicama:

x y f (x, y)
0 0 1
0 1 0
0 2 2
1 0 2
1 1 1
1 2 0
2 0 0
2 1 1
2 2 2

x g(x)
0 2
1 0
2 1

Za vrednovanje x↦ 1, y↦ 2 izračunajmo: a) g( f (x, g(y))) i b) f (x, f (x, y)).

Rješenje: a) g( f (x, g(y))) = g( f (1, g(2))) = g( f (1,1)) = g(1) = 0

b) f (x, f (x, y)) = f (1, f (1,2)) = f (1,0) = 2.

Y

Iz definicije denotacije slijedi da denotacija opisa ovisi samo o znače-
njima konstanti i vrednovanju varijabli koje su prisutne u opisu. Npr.
denotacija opisa 1 + x ne ovisi o tome što znači 0 i kako je vrednovana
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varijabla y. Specijalno to znači da je denotacija zatvorenih opisa posve
odred̄ena interpretacijom, tj. ne ovisi o vrednovanju varijabli. Npr. kad
znamo interpretaciju jezika prirodnih brojeva znamo i što označava 0+ 1
neovisno o tome kako vrednujemo varijable.

I na primjeru denotacije možemo se uvjeriti u ekstenzionalnu prirodu
jezika predikata. Što imenuje opis ovisi jedino o tome što imenuju dijelovi
od kojih je sastavljen. Takva vrsta semantike još se zove i kompozicijskom
semantikom.

Kao što interpretacija jezika M i vrednovanje varijabli v posve odred̄uju
denotaciju svakog opisa isto tako odred̄uju i istinitost svake rečenice. Funk-
ciju koja svakoj rečenici jezika pridružuje njenu istinitosnu vrijednost zvat
ćemo istinitost i označavat ćemo je IM

v . Nju ćemo definirati rekurzivno.
Istinitost složenije rečenice ovisit će o istinitosti rečenica od kojih je složena
i o načinu slaganja. Prije definicije objasnimo ideju na par primjera. U
interpretaciji MN i vrednovanju x↦ 3, y↦ 5 pogledajmo rečenice

1+ x < y, 1+ y < x ∧ x < y, ∃x 1+ x = y i ∀x 1+ x < y.

Pitanje istinitosti prve rečenice svodi se na pitanje je li objekt kojeg imenuje
opis 1+ x manji broj od objekta kojeg imenuje y. Pošto 1+ x imenuje broj 4 a
y broj 5, a 4 < 5, to je rečenica istinita. Malo preciznijim jezikom

IM
v (1+ x < y) ={

1 ako je DM
v (1+ x) <M DM

v (y),
0 u protivnom.

Utvrdili smo da je DM
v (1+ x) <M DM

v (y) pa je IM
v (1+ x < y) = 1.

Istinitost rečenice 1+ y < x ∧ x < y po smislu veznika ∧ ovisi o istinitosti
njenih podrečenica 1+ y < x i x < y. Kad vrednujemo varijable prva rečenica
kaže da je 6 < 3 pa je lažna, a druga da je 3 < 5 pa je istinita. Tako je
konjunkcija 1+ y < x ∧ x < y lažna. Malo preciznijim jezikom

IM
v (1+ y < x∧ x < y) ={

1 ako je IM
v (1+ y < x) = 1 i IM

v (x < y) = 1,
0 u protivnom.

Pošto smo utvrdili da je prva podrečenica lažna to je i ukupna rečenica
lažna:
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IM
v (1+ y < x ∧ x < y) = 0

Istinitost rečenice ∃x 1+ x = y ovisi o tome možemo li pronaći vrijednost
za x takvu da je istinita njena podrečenica 1 + x = y. To je ostvareno
za x ↦ 4, pa je tako rečenica ∃x 1 + x = y istinita. Da bismo to rekli
malo preciznijim jezikom uočimo da smo zadržali vrednovanje varijable
y a promijenili vrednovanje varijable x. Dakle, tražili smo vrednovanje
v′ koja se podudara s vrednovanje v svugdje osim eventualno na x, a u
kojoj je podrečenica 1+ x = y istinita. Takvo vrednovanje koje se podudara
s vrednovanjem v svuda osim eventualno na varijabli x kojoj pridružuje
objekt a označavat ćemo v(x

a). Sad možemo koliko toliko sažeto opisati kako
se istinitost rečenice ∃x 1+ x = y u vrednovanju v svodi na istinitost njene
podrečenice u nekom drugom vrednovanju:

IM
v (∃x 1+ x = y) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 ako postoji a ∈Dom M takav da je IM
v(xa)

(1+ x = y) = 1,

0 u protivnom.

Slično prethodnom, pitanje istinitosti rečenice ∀x 1+x < y u vrednovanje
v svodimo na pitanje istinitosti njene podrečenice 1 + x < y u drugim
vrednovanjima. Sad moramo ispitati je li za sva vrednovanja varijable
x ↦ a uz isto vrednovanje varijable y ↦ 5 podrečenica 1+ x < y istinita.
Med̄utim, to nije tako jer npr. u vrednovanju x ↦ 4 podrečenica neće biti
istinita. Dakle, ∀x 1+ x < y nije istinita u početnom vrednovanju. Rečeno
malo preciznijim jezikom, imamo sljedeći rekurzivni uvjet na istinitost:

IM
v (∀x 1+ x < y) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 ako za svaki a ∈Dom M IM
v(xa)

(1+ x < y) = 1,

0 u protivnom.

Sad, kad smo ilustrirali sve značajne rekurzivne uvjete, nadamo se da
će rekurzivna definicija istinitosti biti čitljivija:

bazni slučajevi (atomarne rečenice):

IM
v (t1 = t2) ={

1 za DM
v t1 =DM

v t2,
0 u protivnom.

(t1 = t2 je istinita samo ako t1 i t2 označavaju isti objekt)

IM
v (t1, . . . , tn) =RM

v (DM
v t1, . . . ,DM

v tn)
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(R(t1, . . . , tn) je istinita samo ako su objekti koje označavaju t1, . . . , tn
u odnosu simboliziranom s R)

rekurzivni koraci:

IM
v (¬α) ={

1 za IM
v (α) = 0,

0 u protivnom.

IM
v (α∧β) =min(IM

v (α), IM
v (β))

IM
v (α∨β) =max(IM

v (α), IM
v (β))

IM
v (α→β) ={

1 ako je IM
v (α) ≤ IM

v (β),
0 u protivnom.

IM
v (α↔β) ={

1 ako je IM
v (α) = IM

v (β),
0 u protivnom.

IM
v (∃x α) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 ako postoji a ∈Dom M takav da je IM
v(xa)

α = 1,

0 u protivnom.

IM
v (∀x α) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 ako za neki a ∈Dom M IM
v(xa)

α = 1,

0 u protivnom.

Kao i kod opisa i ovdje ćemo pojednostavniti zapis tako da nećemo pisati
indekse i oznake vrednovanja varijabli već ćemo ih podrazumijevati. Kad
smo u kontekstu dane interpretacije i vrednovanja podrazumijevat ćemo
da simboli i varijable označavaju baš ono što im je tom interpretacijom i
vrednovanjem pridijeljeno.

Primjer 3.2.5. Ispitajmo istinitost sljedećih rečenica u interpretacijama
MN i MI:

a) 0+1 = 0

b) ∃x 0 ⋅ x = 1

c) ∀x x ⋅0 = x
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d) ∀x∃y y < x

Rješenje: a) U interpretaciji MN 0+1 = 0 pa se po uvjetu za atomarnu
rečenicu istinitost tvrdnje 0+1 = 0 svodi na pitanje je li 1 = 0. Pošto to
nije istina ni tvrdnja 0+1 = 1 nije istinita.

U interpretaciji MI 0+1 = kamen + škare = kamen pa se po uvjetu za
atomarnu rečenicu istinitost tvrdnje 0+1 = 0 svodi na pitanje je li kamen=
kamen. Pošto je to istina, to je i tvrdnja 0+1 = 1 istinita.

b) Po rekurzivnom uvjetu se pitanje istinitosti rečenice ∃x 0 ⋅ x = 1 svodi
na pitanje postoji li vrednovanje varijable x u kojem je istinita tvrdnja
0 ⋅ x = 1. To možemo pokušati riješiti tako da sistematski tragamo za
takvim vrednovanjem. Kod MN interpretacije pretražujemo po skupu
prirodnih brojeva: x↦ 0, x↦ 1, x↦ 2, . . . . Redom utvrd̄ujemo istinitost
odgovarajućih tvrdnji 0 ⋅0 = 1↦ 0, 0 ⋅1 = 1↦ 0, 0 ⋅2 = 1↦ 0, . . . . Problem
je kod ovog pretraživanja što je prirodnih brojeva beskonačno. Ako
naletimo na broj za koji je ta tvrdnja istinita tad znamo da je i tvrdnja
∃x 0 ⋅ x = 1 istinita. Ali što ako takav broj ne postoji? Tad smo osud̄eni
na neuspjeh. Istinu da u nijednom koraku postupka nećemo naći takav
broj ovim postupkom ne možemo utvrditi. Ovakvu situaciju možemo
razriješiti samo poznavanjem nekih zakonitosti o brojevima. Jedan
takav zakon je da svaki broj pomnožen nulom daje nulu. Dakle, za bilo
koje vrednovanje varijable x tvrdnja 0 ⋅ x = 1 je lažna, pa je i tvrdnja
∃x 0 ⋅ x = 1 lažna. Upravo zbog beskonačnosti, sposobnosti računala u
svijetu brojeva su ograničene.

Sasvim je drugačija situacija u interpretaciji MI, jer je njena domena
konačna. U konačnim domenama svaki je problem dostupan računalima,
ako zanemarimo koliko je potrebno vremena i memorije za izvršenje.
Pokažimo to na ispitivanju istinitosti rečenice ∃x 0⋅x = 1. Po rekurzivnom
uvjetu problem se opet svodi na traženje vrednovanja varijable x za koje
je tvrdnja 0 ⋅ x = 1 istinita. Zbog konačnosti domene sistematsko traženje
će uvijek dati odgovor. Ako u nijednom koraku ne nad̄emo traženi objekt
koji bi nam rekao da je rečenica ∃x 0 ⋅ x = 1 istinita, kad pretražimo sve
objekte doći ćemo do kraja. Tad ćemo znati da takav objekt ne postoji
pa će rečenica ∃x 0 ⋅ x = 1 biti lažna. Za razliku od situacije s brojevima
programska petlja za pretraživanje je uvijek konačna. Pokažimo kako to
funkcionira na ovom primjeru. U MI interpretaciji moramo naći x takav
da je kamen ⋅x = škare:
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x↦ kamen: kamen ⋅ kamen = škare ↦ 0
x↦ škare: kamen ⋅ škare = škare ↦ 0
x↦ papir: kamen ⋅ papir = škare ↦ 0

Došli smo do kraja pretraživanja pa ne postoji vrednovanje varijable x za
koje bi rečenica 0 ⋅ x = 1 bila istinita. Dakle, rečenica ∃x 0 ⋅ x = 1 je lažna.

c) Po rekurzivnom uvjetu se pitanje istinitosti rečenice ∀x x ⋅0 = x svodi na
pitanje je li u svim vrednovanjima varijable x istinita tvrdnja x ⋅0 = x.
Opet imamo pretraživanje koje može biti beskonačno, a da to u nijednom
koraku ne znamo:

x↦ 0: 0 ⋅0 = 0 ↦ 1
x↦ 1: 1 ⋅0 = 1 ↦ 0 STOP

Pronašli smo vrednovanje varijable x u kojem je rečenica x ⋅0 = x lažna,
pa je po rekurzivnom uvjetu i rečenica ∀x x ⋅0 = x lažna.

Sad ćemo raditi pretraživanje u interpetaciji MI u kojoj ta rečenica glasi
x ⋅ kamen = x:

x↦ kamen: kamen ⋅ kamen = škare ↦ 1
x↦ škare: škare ⋅ kamen = škare ↦ 1
x↦ papir: papir ⋅ kamen = papir ↦ 0

Rečenica ∀x x ⋅0 = x je lažna u ovoj interpretaciji.

d) Po rekurzivnim uvjetima istinitost rečenice ∀x∃y y < x svodi se na
istinitost rečenice ∃y y < x u svim vrednovanjima za x. Zato ćemo
imati jednu petlju u kojoj ćemo ispitivati istinitost ove tvrdnje u svim
vrednovanjima za x. Med̄utim, za svako to vrednovanje pitanje istinitosti
rečenice ∃y y < x svodi se na traženje vrednovanja za y u kojem će
rečenica y < x biti istinita. Tako ćemo u interpretaciji MN unutar petlje
za x imati i petlju za y:

x↦ 0: ∃y y < 0 ?
y↦ 0 0 < 0 ↦ 0
y↦ 0 1 < 0 ↦ 0
⋮

Srećom, znajući o brojevima nešto više od računala znamo da ovaj pos-
tupak neće nikad stati jer ne postoji prirodan broj manji od nule.Dakle,
rečenica ∀x∃y y < x je u ovoj interpretaciji lažna.

U slučaju MI, zbog konačnosti domene, postupak mora dati odgovor
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x↦ kamen: ∃y y < kamen ?
y↦ kamen: kamen < kamen ↦ 0
y↦ škare: kamen < škare ↦ 1

x↦ škare: ∃y y < škare ?
y↦ kamen: kamen < škare ↦ 0
y↦ škare: škare < škare ↦ 0
y↦ papir: papir < škare ↦ 1

x↦ papir: ∃y y < papir ?
y↦ kamen: kamen < papir ↦ 1

Vidimo da smo u interpretaciji MI za svako vrednovanje varijable x
pronašli vrednovanje varijable y tako da rečenica y < x bude istinita, pa
je i ∀x∃y y < x istinita.

Y

Primjer 3.2.6. Promotrimo sljedeći "mali" svijet

A! !    B   !   C       D

sa predikatima:

N(x): x nosi šešir

xV y: x je viši od y (sa šeširom)

Ispitajmo istinitost sljedećih rečenica u tom svijetu:

a) N(A)

b) N(D)
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c) AV B

d) AV A

e) ∀x N(x)

f) ∃x N(x)

g) ∃x BV x

h) ∃x xV B

i) ∀x (¬N(x)→ AV x)

j) ∀x (xV A→N(x))

k) ∀x (xV B→¬N(x))

l) ∃x N(x)∧∃x∃y (xV y)

m) ∃x (N(x)∧∃y (xV y))

n) ∀x∃y xV y

o) ∀y∃x xV y

p) ∃y∀x (x ≠ y→ xV y)

Rješenje: Kod kvantora nećemo raditi sistematsko pretraživanje (ipak
nismo računala) već ćemo kombinirati uvid i pretraživanje:

a) istina,

b) laž,

c) laž,

d) laž,

e) laž jer npr. C nema šešir,

f) istina jer npr. A ima šešir,

g) istina jer je B viši od C,
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h) laž jer je B najviši,

i) Da bismo dokazali ovu rečenicu moramo provjeriti je li u svim vrednova-
njima varijable x istinita rečenica ¬N(x)→ AV x. Pošto je to kondicional
on je automatski istinit kad je pretpostavka lažna. Zato ga samo treba
provjeriti za vrijednosti varijable za koje je pretpostavka istinita, a to je
za x↦C i x↦D. Pošto je tada i zaključak istinit (A je viši i od C i od D)
to je i tada kondicional istinit. Tako je istinita i ∀x (¬N(x)→ AV x).

j) Kao i u prethodnom slučaju, trebamo provjeriti je li za svako vrednovanje
varijable x istinita rečenica xV A→ N(x). Pretpostavka je istinita samo
za x↦ B, a tada je istinit i zaključak, pa je tako rečenica istinita za sva
vrednovanja varijable x. Dakle, ∀x (xV A→N(x)) je istinita.

k) Struktura rečenice je ista kao u prethodnom zadatku pa je i analiza ista.
Med̄utim, pretpostavka ovog kondicionala je za sva vrednovanja x lažna
(jer je A viši od svih ostalih) pa je kondicional uvijek istinit. Dakle,
∀x (xV B→¬N(x)) je istinita rečenica.

l) Prvi dio konjunkcije je istinit jer npr. A nosi šešir. Drugi dio konjunkcije
je istinit jer je npr. C viši od D. Tako je i cijela konjunkcija istinita.

m) Tražimo čovjeka koji nosi šešir i viši je od nekog. To je npr. B pa je ova
tvrdnja istinita.

n) Kontraprimjer za ovu tvrdnju je D. Za njega ne možemo naći čovjeka od
kojeg je on viši. Tako je ova tvrdnja lažna.

o) Sad je B kontraprimjer pa je tvrdnja lažna.

p) Ova tvrdnja je istinita (za y odaberemo D).

Y
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Primjer 3.2.7. Neka na skupu {1,2,3} imamo sljedeća dva predikata:

x 1 2 3
F(x) 0 1 0

x R y 1 2 3
1 1 1 0
2 0 1 1
3 0 1 0

Ispitajmo istinitost sljedećih rečenica

a) F(3)

b) 2 R 3

c) ∃x F(x)

d) ∀x F(x)

e) ∀x (F(x)∨ x R 1)

f) ∀x (F(x)→ x R 3)

g) ∀x (∀y x R y→ F(x))

h) ∃x∃y x R y

i) ∀x∀y x R y

j) ∀x∃y x R y

k) ∃y∀x x R y

l) ∀y∃x x R y

m) ∃x∀y x R y
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Rješenje: a) Pošto je F(3) = 0 to je F(3) lažna rečenica. Podsjetimo se da
iz raznih konteksta slijede razna značenja simbola F u zrazu ’F(3) = 0’
i izrazu ’F(3) je lažna rečenica’ Da sve eksplicitno pišemo trebali bismo
reći, ako ovu interpretaciju nazovemo M, da pošto je FM(3) = 0 to je F(3)
lažna rečenica.

b) Pošto je 2 R 3 = 1 to je 2 R 3 istinita rečenica.

c) To je istinita rečenica jer je F(x) istinita za vrednovanje x↦ 2, ili malo
jednostavnije rečeno, jer je F(2) istina.

d) To nije istinita rečenica jer nije istina npr. F(1).

e) Trebamo za sva vrednovanja varijable x ispitati istinitost rečenice F(x)∨
x R 1:

x↦ 1: F(1)∨1 R 1 je istinita jer je 1 R 1 istinita
x↦ 2: F(2)∨2 R 1 je istinita jer je F(2) istinita
x↦ 3: F(3)∨3 R 1 je lažna jer su i F(3) i 3 R 1 lažne

f) Trebamo za sva vrednovanja varijable x ispitati istinitost rečenice
F(x) → x R 3. No rekli smo da je kod kondicionala jedino važno
provjeriti vrednovanja za koje je pretpostavka ispunjena jer je za ostala
vrednovanja rečenica ’automatski’ istinita. Zato ćemo sad provjeriti
jedino za x ↦ 2. Pošto je tada i zaključak istinit to je početna rečenica
istinita.

g) Trebamo ispitati je li za svako vrednovanje varijable x istinita rečenica
∀y x R y→ F(x). Kao i u prethodnom primjeru jedino je važno provjeriti
vrednovanja varijable x u kojima je istinita rečenica ∀y x R y.

Pošto nijedan objekt nije u relaciji sa svim objektima (1 nije s 3, 2 nije s
1, 3 nije s 1) u svim vrednovanjima je rečenica ∀y x R y lažna. Tako
uvjet kondicionala F(x) → x R 3 nikad nije ispunjen pa je on za sva
vrednovanja istinit. Tako je i ∀x (∀y x R y→ F(x)) istinita.

h) Istinitost ove rečenice se svodi na to možemo li izabrati vrednovanja
varijabli x i y tako da x R y bude istinita. To je istinito npr. za x↦ 1 i
y↦ 1, pa je početna rečenica istinita. Primijetimo da je općenito ∃x∃y x R
y istinita upravo onda kad je na barem jednom mjestu u tablici vrijednost
1.
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i) Sad trebamo vidjeti je li za sva vrednovanja varijabli x i y istinita tvrdnja
x R y. To nije istina npr. za x↦ 1 i y↦ 3, pa je tako početna rečenica
lažna. Općenito, ∀x∀y x R y je istinita upravo onda kad je na svim
mjestima u tablici vrijednost 1.

j) Trebamo ispitati je li tvrdnja ∃y x R y istinita za svako vrednovanje
varijable x. Da bismo to ispitali moramo za svako vrednovanje varijable
x pronaći vrednovanje varijable y takvo da je x R y istinita:

za x↦ 1 imamo y↦ 1

za x↦ 2 imamo y↦ 2

za x↦ 3 imamo y↦ 2

Tako je početna rečenica istinita. Općenito, ∀x∃y x R y je istinita upravo
onda kad se u svakom retku nalazi barem jedna jedinica.

k) Moramo pronaći vrednovanje za varijablu y za koje je istinita rečenica
∀x x R y. Mogli bismo redom pretraživati vrijednosti za y, ali je lako
vidjeti da to vrijedi za y↦ 2. Tako je početna rečenica istinita. Općenito,
rečenica ∃y∀x x R y je istinita upravo onda kad postoji stupac u kojem
su samo jedinice.

l) Ovo je ispitivanje analogno ispitivanju pod j). Samo sad tražimo za svako
vrednovanje varijable y postoji li vrednovanje varijable x takvo da je x R
y istinita. Imamo redom:

za y↦ 1 imamo x↦ 1

za y↦ 2 imamo x↦ 1

za y↦ 3 imamo x↦ 2

pa je tako početna tvrdnja istinita. Općenito, ∀y∃x x R y je istinita
upravo onda kad se u svakom retku nalazi barem jedna jedinica.

m) Ovo je ispitivanje analogno ispitivanju pod k). Moramo pronaći vredno-
vanje za varijablu x za koje je istinita rečenica ∀y x R y

x↦ 1 nije to vrednovanje, jer x R y nije istinito za y↦ 3

x↦ 2 nije to vrednovanje, jer x R y nije istinito za y↦ 1

x↦ 3 nije to vrednovanje, jer x R y nije istinito za y↦ 1

Ova zadnja dva primjera pokazuju da je bitan poredak egzistencijalnog i
univerzalnog kvantifikatora. Y
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Primjer 3.2.8. Neka su na skupu S = 1,2 zadane funkcije f i g te relacija R:

x 1 2
f (x) 2 1

g(x, y) 1 2
1 2 1
2 1 2

R(x, y) 1 2
1 0 1
2 1 1

Ispitajmo jesu li u toj interpretaciji istinite sljedeće tvrdnje

a) R( f (2), g(1,2))

b) f (1) = g(1,1)

c) ∀x f (x) = g(x, x)

d) ∀x∃y f (x) = g(x, y)

e) ∀x∀y R( f (x), g(x, y))

f) ∃x∃y f (g(x, y)) = g( f (x), f (y))

Rješenje: a) Ne: R ( f (2), g(1,2))↔ R(1,1)↦ 0

b) Da, jer obje strane opisuju objekt 1.

c) Ne, jer f (x) = g(x, x) ne vrijedi za x↦ 2.

d) Za x ↦ 1 je f (x) = g(x, y) istinita za y↦ 1, a za x ↦ 2 je f (x) = g(x, y)
istinita za y↦ 1, pa je ∀x∃y f (x) = g(x, y) istinita.

e) Ne, jer je tvrdnja R( f (x), g(x, y)) lažna za x↦ 2 i y↦ 1.

f) Ne, jer se postepenim pretraživanjem možemo uvjeriti da je f (g(x, y)) =
g( f (x), f (y)) lažna za sva vrednovanja varijabli x i y.

Y

Prethodni primjeri pokazuju da u slučaju konačnih domena interpreta-
cije imamo algoritam kojim za svaku rečenicu možemo ispitati je li istinita
ili ne u zadanoj interpretaciji i vrednovanju varijabli. Po rekurzivnoj
definiciji istinitosti njenu istinitost svodimo na istinitost rečenica od kojih
je složena dok ne dod̄emo do atomarnih rečenica čiju istinitost utvrd̄ujemo
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tako da ispitamo jesu li opisani objekti u navedenom odnosu ili ne. A što
opis opisuje po rekurzivnoj definiciji svodimo na pitanje što opisuju njegovi
dijelovi dok ne dod̄emo do konstanti i varijabli za koje nam interpretacija i
vrednovanje kažu što imenuju. U slučaju konačnih domena ovaj postupak
završava u konačno koraka i tako uvijek dobijemo odgovor. U slučaju
beskonačnih domena to svod̄enje može zahtijevati beskonačno koraka tako
da postupak ne završava i nemamo odgovor. Tad moramo imati odred̄eno
znanje da bismo odgovorili na ovo pitanje.

Primjer 3.2.9. Ispitajmo istinitost sljedećih tvrdnji u skupu prirodnih
brojeva:

a) 0+1 = 1

b) 0+1 < 1+1

c) ∀x 1 ⋅ x = 1

d) ∀x 0 ⋅ x = 0

e) ∀x∀y x < y↔ x+1 < y+1

f) ∃x∃y x+ y = 1
x ⋅ y = 0

g) ∃x∃y x+ y = 3
x− y = 5

h) ∃x∃y∃z∃n x > 0 ∧ y > 0∧ z > 0 ∧ n > 2 ∧ xn+ yn = zn

i) ∀x (x > 2 i x je paran broj → ∃y∃z (y i z su prosti brojevi i y+ z = x))

Rješenje: a) Svi znamo da je to istinita tvrdnja.

b) Svi znamo da je to istinita tvrdnja.

c) Da bismo ispitali istinitost ove tvrdnje moramo vidjeti je li za sva
vrednovanja varijable x istinita tvrdnja 1 ⋅ x = 1. No to ne vrijedi već
za x↦ 1, pa je početna tvrdnja lažna.
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d) Da bismo ispitali istinitost ove tvrdnje moramo vidjeti je li za sva vred-
novanja varijable x istinita tvrdnja 0 ⋅ x = 0. Kad bismo išli sistematski
vrednovati varijablu x nikad ne bismo dobili odgovor jer bismo stalno
dobivali istinite tvrdnje pa bismo morali gledati sljedeće vrednovanje, a
njih je beskonačno. U takvim situacijama jedino nam pomaže znanje o
brojevima. Pošto znamo da svaki broj pomnožen nulom daje nulu to je
ova tvrdnja istinita.

e) Sad ćemo takod̄er koristiti odred̄eno znanje o brojevima. Ova tvrdnja
kaže da kad većem broju dodamo 1 dobit ćemo veći broj, a to je istina.

f) Trebamo pronaći vrednovanja varijabli x i y takva da su istinite tvrdnje
x+ y = 1 i x ⋅ y = 0. To bismo mogli utvrditi na način kako rješavamo
jednadžbe. No lako možemo provjeriti da su obje tvrdnje istinite za x↦ 1
i y↦ 0.

g) Problem se opet svodi na traženje rješenja jednadžbi x+ y = 3 i x− y = 5.
Prije nego potražimo rješenja uočimo da ove tvrdnje uopće ne pripadaju
jeziku brojeva. Naime, jezik ima konstante 0 i 1, ali ne i 3 i 5. Dosad
smo koristili i druge oznake za brojeve, ali samo u procesu odred̄ivanja
značenja opisa i istinitosti rečenica. One nam nisu bile dio jezika brojeva
nego dio jezika kojim smo ispitivali značenja opisa i istinitosti rečenica.
Već smo razmatrali u poglavlju o matematičkom jeziku da u sam jezik
nove oznake uvodimo definicijama, dogovorima kojima se pomoću starih
znakova precizira upotreba novog znaka na sintaktičkom i semantičkom
nivou. Ovdje sad nećemo definirati ostale pojmove teorije brojeva, jer
se podrazumijeva da već imamo neko znanje o brojevima i da bismo
mogli dati definiciju za svaki drugi pojam. Potražimo sad rješenja ovih
jednadžbi. Zbrojimo li jednadžbe dobit ćemo da je 2x = 8 tj. da je
x = 4. Uvrstimo li tu vrijednost u prvu jednadžbu dobit ćemo da je
4+ y = 3. Ta jednadžba nema rješenje u skupu prirodnih brojeva (rješenje
je negativan broj −1) pa je početna rečenica lažna. Primijetimo da smo
u rješavanju jednadžbi izašli iz skupa prirodnih brojeva. Mi smo u
stvari promijenili interpretaciju, proširili smo interpretaciju prirodnim
brojevima i operacijama s njima do interpretacije racionalnim brojevima
i operacijama s njima. Jednadžbe smo gledali nad skupom racionalnih
brojeva jer ih je u tom skupu lako rješavati. Naime u skupu racionalnih
brojeva može se definirati oduzimanje i dijeljenje nenultim brojem koji
nam omogućavaju jednostavno rješavanje jednadžbi. Da smo ostali u
skupu prirodnih brojeva stalno bismo se pitali možemo li nešto oduzeti
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ili podijeliti. Taj jednostavan rad s jednadžbama i jeste jedan od glavnih
razloga zašto su uopće uvedeni racionalni brojevi.

h) Pitanje istinitosti ove tvrdnje svodi se na traženje pozitivnih prirodnih
brojeva x, y i z i n > 2 koji ispunjavaju uvjet xn + yn = zn. (kako biste
definirali potenciranje pomoću osnovnih operacija?). Naravno, kao i kod
dokazivanja tvrdnje ∀x 0 ⋅ x = 0, mogli bismo pretraživati brojeve dok
eventualno ne nad̄emo takve brojeve. To su ljudi i radili 375 godina,
u početku ručno, a onda i pomoću kompjutera, ali ih nisu našli. Kod
tvrdnje ∀x 0 ⋅ x = 0 sistematsko pretraživanje nam ne daje odgovor, no
mi znamo da je ta tvrdnja istinita. Ovdje pak sistematsko pretraživanje
nije dalo odgovor, ali mi ne znamo, odnosno 375 godina nismo znali je li
ta tvrdnja istinita. Danas napokon znamo odgovor. U uvodnom poglavlju
o matematičkom jeziku smo pričali o zadnjem Fermatovu teoremu, koji
je tek nedavno dokazan, i koji kaže da je ova tvrdnja lažna.

i) U uvodnom poglavlju o matematičkom jeziku smo definirali što znači da
je broj paran i što znači da je broj prost. Tvrdnja kaže da se svaki paran
broj veći od 2 može prikazati kao zbroj dva prosta broja. Opet možemo
pokušati pretraživanjem naći protuprimjer:

4 = 2+2
6 = 3+3
8 = 3+5

10 = 3+7 = 5+5
12 = 5+7
14 = 3+11 = 7+7
⋮

Kao što smo već u uvodnom poglavlju o matematičkom jeziku spomenuli,
to ljudi i kompjuteri bezuspješno rade od 1742. godine kad je ovu
hipotezu postavio Christian Goldbach. Po njemu se zove Goldbachova
hipoteza i do današnjeg dana nitko je nije ni dokazao ni oborio. Neobično
je da ne znamo njenu istinitost iako potpuno znamo interpretaciju jezika
brojeva. U principu znamo zapisati svaki broj, znamo svaka dva broja
zbrojiti i pomnožiti kao i utvrditi koji je od njih manji, a ne znamo jesu li
neke najjednostavnije tvrdnje o brojevima istinite. Problem je u tome što
brojeva ima beskonačno, pa prijelaz s tvrdnji o konkretnim brojevima
čiju istinitost znamo na tvrdnju o svim brojeva zahtjeva beskonačno
koraka koje često nismo u stanju preskočiti.



164 3. Logički jezik predikata

Y

Primjer 3.2.10. Ispitajmo istinitost sljedećih tvrdnji redom u skupu prirod-
nih brojeva N, u skupu cijelih brojeva Z, u skupu racionalnih brojeva Q, u
skupu realnih brojeva R i u skupu kompleksnih brojeva C:

a) ∃x x2 = 2

b) ∃x x2 =−1

c) ∀x∃y x+ y = 0

d) ∀x (x ≠ 0→ ∃y (x ⋅ y = 1))

e) ∀x∃y y < x

f) ∀x∀y (x < y→ ∃z x < z∧ z < y)

Rješenje: Ove tvrdnje u jeziku predikata izriču sljedeće tvrdnje u prirod-
nom jeziku:

a) postoji broj koji kvadriran daje 2

b) postoji broj koji kvadriran daje -1

c) Svaki broj ima suprotan broj

d) svaki nenulti broj ima inverzan (recipročan) broj

e) od svakog broja postoji manji broj

f) izmed̄u svaka dva broja postoji broj

Naše znanje obično pohranjujemo u prirodnom jeziku, pa kad se ove tvrdnje
izreknu u prirodnom jeziku jasnije nam je što vrijedi a što ne za pojedine
skupove brojeva:
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N Z Q R C

a) 0 0 0 1 1
b) 0 0 0 0 1
c) 0 1 1 1 1
d) 0 0 1 1 1
e) 0 1 1 1 - ↖

↙
za kompl. brojeve nemamo značenje relacije <f) 0 0 1 1 -

Y

Ovaj zadnji primjer može nekoga navesti na razmišljanje je li uopće
potreban umjetan jezik kad su analozi u prirodnom jeziku jednostavniji i
jasniji. Već smo rekli da je prirodan jezik bolji za brže komuniciranje ideja
ali ne i preciznih zamisli. Kad bismo inzistirali da se preciznije izreknu čak
i ovakve jednostavnije tvrdnje iz prirodnog jezika morali bismo ih prevesti u
jezik predikata. Takod̄er, tek u umjetnom jeziku rečenice imaju eksplicitnu
strukturu koja je nužna kako za neformalno tako i za formalno razmišljanje
u kojem se ono svodi na računanje. Najbolje je razviti sposobnost prevod̄enja
iz umjetnog jezika u prirodni i obratno jer se tako mogu koristiti prednosti
oba jezika.

Što se logike tiče osnovni problem prirodnog jezika je njegova višeznač-
nost koja proizlazi iz njegovog bogatstva. U umjetnom jeziku je to samom
njegovom konstrukcijom sintakse i semantike izbjegnuto. Bitan nelogični
element u prirodnom jeziku je upotreba općih imenica. Npr. kad kažemo
’čovjek je smrtan’ obično mislimo da je svaki čovjek smrtan, kad kažemo
’čovjek je umoran’ vjerojatno mislimo da je neki konkretan čovjek umoran,
a kad kažemo ’čovjek zna biti zločest’ vjerojatno mislimo da je poneki čovjek
takav. Dakle, potpuno značenje takvih rečenica ne možemo iščitati iz njih
samih već iz konteksta. Uzrok tome je što opću imenicu ’čovjek’ nekad
smatramo imenom za bilo kojeg čovjeka a nekad za pojedinog čovjeka.
Upitan je i status riječi ’čovjek’ kao oznake za bilo kojeg čovjeka. Što to
uopće znači? Je li to ime nekog apstraktnog objekta (pokažite mi ’bilo kojeg
čovjeka’) ili varijabla koja šeta po svim ljudima? Takod̄er, riječ ’čovjek’
koristimo ne samo u ulozi subjekta u rečenici ( s nejasnoćom koga ona
imenuje) već i kao predikat, kao npr. u rečenici ’Kaspar Hauser je čovjek’
. Tu je uloga te riječi posve odred̄ena. Ovo daje i način na koji možemo
razriješiti sve upotrebe riječi ’čovjek’. To je naprosto predikat, a prethodne
rečenice su samo skraćenice za sljedeće rečenice kojima je značenje posve
jasno i koje jednostavno prevodimo u jezik predikata
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čovjek je smrtan ↦ sve što je čovjek je smrtno ↦ ∀x (x je čovjek ↦ x je
smrtan)

čovjek je umoran ↦ Ovo je čovjek i umoran je ↦ A je čovjek i A je
umoran.

čovjek zna biti zločest ↦ netko tko je čovjek je zločest ↦ ∃x (x je čovjek i
x je zločest)

Dakle, ako ekspliciramo upotrebu općih imenica kao skraćene upotrebe
predikata dobijemo rečenice koje direktno možemo prevesti u jezik predi-
kata. Napomenimo da se često ne kaže po čemu šeću varijable, tj. što je
domena interpretacije, već to treba iščitati iz konteksta. To u kontekstu
filozofije može biti ’sve što jeste’ ili još neodred̄enije, ’sve što je predmet
razmišljanja’, u kontekstu biologije sva živa bića a u kontekstu sociologije
svi ljudi. Ako za domenu interpretacije uzmeno skup svih ljudi tad su
prethodni prijevodi jednostavniji:

čovjek je smrtan ↦ sve što je čovjek je smrtno ↦∀x x je smrtan

čovjek je umoran ↦ Ovo je čovjek i umoran je ↦ A je umoran.

čovjek zna biti zločest ↦ netko tko je čovjek je zločest ↦ ∃x x je zločest.

Primjer 3.2.11. Prevedimo iz prirodnog jezika u jezik predikata sljedeće
rečenice simbolizirajući ’x voli y’ s ’x V y’:

a) Ana Voli Milovana

b) Netko voli Anu

c) Milovan nekog voli

d) Svatko nekog voli

e) Postoji netko koga svi vole

f) Svatko je voljen

g) Postoji netko koji sve voli

h) Svatko voli sebe
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i) Nitko nikog ne voli

j) Ja ne volim sve koji sebe vole.

k) Ja ne volim sve koji sebe vole i samo njih.

Rješenje: a) Ana V Milovan

b) ∃x x V Ana

c) ∃y Milovan V y

d) ∀x∃y x V y

e) ∃y∀x x V y

f) ∀y∃x x V y

g) ∃x∀y x V y

h) ∀x (x V x)

i) Ako riječ ’nitko’ shvatimo kao ’nema takvog da. . . ’ tad je prijevod
¬∃x∃y x V y, a ako riječ ’nitko’ shvatimo kao ’svatko nije. . . ’ tad je
prijevod ∀x∀y ¬x V y. Poslije ćemo vidjeti da su to logički ekvivalentni
prijevodi, pa oba prevoda nose istu informaciju o svijetu.

j) ∀x(x V x → ¬J V x). Voli li J sebe? Ako prihvatimo da je J izrekao
istinitu rečenicu o sebi ∀x(x V x → ¬J V x) tada je istinita i rečenica
x V x→ ¬J V x za svako vrednovanje varijable x, pa specijalno i kad je
vrednujemo s J: J V J→¬J V J. Kad bi J volio sebe tad bi pretpostavka
kondicionala bila istinita, a glavna rečenica lažna, pa bi i kondicional bio
lažan. Pošto nije tako znači da J ne voli sebe. Tako smo utvrdili na
osnovu samog smisla jezika da ako je istinita rečenica ∀x(x V x→ ¬J V
x) tad je istinita i rečenica ¬J V J. U takvim situacijama kažemo da
rečenica ¬J V J logički slijedi iz rečenice ∀x(x V x→ ¬J V x). Precizna
definicija logičke posljedice za ovaj jezik bit će dana na početku sljedećeg
poglavlja.

k) ∀x(x V x ↔ ¬J V x). Možemo li iz istinitosti ove rečenice zaključiti
voli li J sebe. Iz njene istinitosti slijedi da je istina i J V J ↔ ¬J V
J. Ali taj bikondicional ne može biti istinit, jer bez obzira volio J sebe
ili ne, lijeva i desna strana imaju različite istinitosti. Tako smo dobili
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kontradikciju. Dakle, rečenica ∀x(x V x↔ ¬J V x) nije istinita. Pošto
smo to zaključili na osnovi samog smisla jezika ta rečenica je logička
laž. Precizna definicija logičke laži za ovaj jezik bit će dana na početku
sljedećeg poglavlja.

Y

Primjer 3.2.12. Simbolizirajući korištene predikate i imena prevedite u
jezik predikata sljedeće rečenice:

a) Zabranjen ulaz nezaposlenima.

b) Nema iskrenih političara.

c) Nitko lud nije blesav.

d) Ako ništa nije vrijedno onda ništa nije važno.

Rješenje: a) Ako uradimo sljedeću simbolizaciju

Z(x): x-u je ulaz zabranjen
N(x): x je nezaposlen

prijevod je ∀x(N(x)→ Z(x))

b) Ako uradimo sljedeću simbolizaciju

P(x): x je političar
I(x): x je iskren

prijevod je ∀x(P(x) → ¬I(x)). Možemo prevesti i na sljedeći način:
¬∃x(P(x)∧ I(x)). Vidjet ćemo poslije da su ove dvije rečenice logički
ekvivalentne.

c) Ako uradimo sljedeću simbolizaciju

L(x): x je lud
B(x): x je blesav

prijevod je ∀x(L(x)→¬B(x)), odnosno: ¬∃x(L(x)∧B(x)).
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d) Ako uradimo sljedeću simbolizaciju

V R(x): x je vrijedno
V A(x): x je važno

prijevod je ∀x¬V R(x)→∀x¬V A(x), odnosno ¬∃xV R(x)→¬∃V A(x) .

Y

Jezik koji smo ovdje opisali naziva se klasični jezik predikata ili jezik
logike prvog reda. U literaturi se mogu naći razne varijante ovog jezika
koje se razlikuju po izboru osnovnog vokabulara ili po formi konstrukcije
složenijih opisa i rečenica. Med̄utim, svi su ti jezici ekvivalentni u smislu
da postoji prirodno prevod̄enje iz jednog jezika u drugi na način da sve što je
istinito (lažno) u jednom jeziku istinito (lažno) je i u drugom. Postoje i jezici
s malo većim odstupanjima, kod kojih postoji više domena iterpretacije, ili
je dopušteno kvantificiranje po svojstvima. ali svi oni se na zadovoljavajući
način mogu simulirati u ovdje opisanom jeziku. Bitne karakteristike ovog
(ovih) jezika su tzv klasične pretpstavke o upotrebljivosti: da on govori
o nepraznom skupu objekata na način da svaki njegov opis imenuje točno
jedan objekt iz tog skupa, a da je svaka atomarna rečenica u danoj valuaciji
ili istinita ili lažna; kao i klasične pretpostavke o konstrukcijama:
ekstenzionalnost, dvoznačnost i Fregeova apstrakcija. Postoje i neklasični
jezici (npr. viševaljani jezici, modalni jezici,...) kod kojih su neke od ovih
pretpostavki narušene. Takvi jezici takod̄er imaju svoju filozofsku ali i
praktičnu važnost.

3.3 Logički pojmovi i stabla opovrgavanja

Definicije logičke istine, logičke laži, ispunjivosti, logičke ekviva-
lentnosti i logičke posljedice u jeziku predikata formalno su iste kao i
definicije ovih pojmova za rečenice jezika veznika, samo što umjesto riječi
’interpretacija’ moramo staviti ’interpretacija i vrednovanje’. Npr. kao i
tamo, rečenica je logička istina ako je istinita u svim interpretacijama
jezika i svim vrednovanjima varijabli. Med̄utim, bitna sadržajna razlika
je u tome što su interpretacije i vrednovanja jezika predikata drugačiji od
interpretacija jezika veznika. Puno su složeniji i ima ih beskonačno. Zbog
toga je ispitivanje ovih pojmova u jeziku predikata bitno složenije nego u
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jeziku veznika. U jednostavnijim slučajevima problem možemo riješiti na
osnovi definicije tih pojmova.

Primjer 3.3.1. Pokažimo da je tvrdnja ¬∀x α(x) logički ekvivalentna
tvrdnji ∃x ¬α(x).

Rješenje: U nekoj interpretaciji jezika i vrednovanju varijabli tvrdnja
¬∀x α(x) je istinita upravo onda kada je tvrdnja ∀x α(x) lažna. A ova
je lažna upravo onda kada postoji neko vrednovanje varijable x za koje je
tvrdnja α(x) lažna, dakle upravo onda kada je ∃x ¬α(x) istinita. Y

Na isti način možemo pokazati i da je ¬∃ α(x) ≡∀x ¬α(x).

Neke logičke ekvivalentnosti

¬∃x α(x) ≡∀x ¬α(x)
¬∀x α(x) ≡ ∃x ¬α(x)

Ova pravila nam kažu kako možemo "uvući" negaciju u rečenicu i prirodno
se nadovezuju na analogna pravila kod logike veznike.

Primjer 3.3.2. Nad̄imo negacije sljedećih rečenica (prevedimo ih u oblik u
kojem se negiraju samo atomarne rečenice):

a) ∀x (∃y (x < y)∨∀y (x > y))

b) ∃y∀x ((x = y)→¬(y > x))

Rješenje: a) ¬∀x (∃y (x < y)∨∀y (x > y)) ≡ ∃x ¬(∃y (x < y)∨∀y (x > y))
≡ ∃x (¬∃y (x < y)∧¬∀y (x > y))
≡ ∃x (∀y ¬(x < y)∧∃y ¬(x > y))
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b) ¬∃y∀x ((x = y)→¬(y > x)) ≡∀y¬∀x ((x = y)→¬(y > x))
≡∀y∃x ¬((x = y)→¬(y > x))
≡∀y∃x ((x = y)∧¬¬(y > x))
≡∀y∃x ((x = y)∧(y > x))

Y

Pomoću logičke ekvivalentnosti možemo definirati nove logičke elemente
jezika, na isti način kako smo u jeziku veznika definirali nove veznike. Npr.
često kažemo ne samo da postoji rješenje nekog uvjeta U(x) već da postoji
jedinstveno rješenje tog uvjeta. To pišemo ∃!x U(x). Npr. za realne brojeve
je istina da postoji jedinstven broj x kojem je kub jednak 2: ∃!x x3 = 2.
Definicija logičkog pojma ’postoji jedinstveni’ je sljedeća:

∃!xα(x) ≡ ∃xα(x)∧∀x∀y(α(x)∧α(y) → x = y)

Ova definicija nam sadržajno odred̄uje značenje tog pojma a formalno
omogućuje da u svakoj tvrdnji zamijenimo taj pojam osnovnim logičkim
pojmovima.

Za jezik predikata veoma je važna supstitucija, zamjena slobodne
varijable u formuli opisom. Tu postoje neki detalji koje ćemo sad razjasniti.
Za primjer uzmimo istinitu tvrdnju o prirodnim brojevima, da za svaki
prirodni broj postoji prirodni broj koji je veći od njega:

∀x∃y y > x

Dakle, ma što uzeli za x, ma kojim opisom ga zamijenili, morali bismo dobiti
istinitu tvrdnju. Uradimo li zamjenu x ↦ 3 dobit ćemo istinitu tvrdnju
∃y y > 3. Uradimo li zamjenu x ↦ z takod̄er ćemo dobiti istinitu tvrdnju
∃y y > z, bez obzira koja bila vrijednost varijable z. Med̄utim, uradimo
li zamjenu x ↦ y dobit ćemo lažnu tvrdnju ∃y y > y. Razlog je očigledan:
ta varijabla je vezana kvantifikatorom ∃y i to daje rečenici sasvim drugi
smisao od onog koji smo namjeravali dobiti supstitucijom. Pouka je jasna:
prilikom zamjene svih slobodnih pojava neke varijable x u nekoj rečenici
α(x) opisom t moraju sve supstituirane pojave opisa t ostati slobodne. Takvu
supstituciju ćemo nazivati slobodnom supstitucijom i tek tada ćemo do-
bijenu rečenicu označavati α(t). Med̄utim, odgovarajućom transformacijom
početne rečenice možemo svaku supstituciju učiniti slobodnom. Npr. ako
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želimo u rečenici ∀x∃y y > x ipak umjesto x staviti y, a da pri tom ne
dobijemo neželjeni smisao, moramo izbjeći kvantifikator ∃y. To možemo
dobiti tzv. preimenovanjem vezanih varijabli. U našem slučaju ćemo
naprosto varijablu y prevesti u varijablu z. Dobit ćemo rečenicu ∀x∃z z > x.
Intuitivno je jasno da ova rečenica izražava isto što i rečenica ∀x∃y y > x
(to koje ćemo varijable koristiti u izražavanju ne smije utjecati na smisao),
a može se i dokazati (pokušajte za vježbu) da su ove dvije rečenice logički
ekvivalentne. Sad možemo uraditi supstituciju x ↦ y koja će dati željeni
smisao: ∃z z > y. Ovaj se primjer može poopćiti: svaku rečenicu α(x)
odgovarajućim preimenovanjem vezanih varijabli možemo prevesti u logički
ekvivalentnu rečenicu u kojoj možemo slobodno supstituirati varijablu x
opisom t. Tad ćemo isto govoriti o slobodnoj supstituciji varijable x
opisom t u rečenici α(x) i dobivenu rečenicu (koja nije jednoznačna, jer
preimenovanje vezanih varijabli možemo uraditi na više načina) označavati
α(t). Sam proces preimenovanja vezanih varijabli se može precizno rekur-
zivno opisati. Med̄utim, pošto ćemo imati, ako uopće imali, jednostavnije
situacije, preimenovanje će biti jednostavno uraditi, tako da opći postupak
preimenovanja nećemo ovdje opisati. Isto tako ponekad ćemo umjesto opisa
t

Ponekad ćemo u rečenici umjesto nekih opisa stavljati varijable. Tad je
opet važno da se zamjenjuju slobodne pojave opisa slobodnim varijablama.

Evo i nekih značajnih logičkih posljedica.

Primjer 3.3.3. Pokažimo da vrijedi sljedeće:

a) ∀x α(x)⊧α(t) gdje opis t slobodno zamjenjuje x u rečenici α.

b) α(t)⊧ ∃x α(x) gdje opis t slobodno zamjenjuje x u rečenici α.

c) x = y, α(x)⊧α(y) gdje varijabla y slobodno zamjenjuje x u rečenici α

Rješenje: a) Običnim rječnikom, ako nešto vrijedi za sve vrijedit će i za
pojedino. Po definiciji logičke posljedice moramo pokazati da u svakoj
interpetaciji i vrednovanju u kojima je istinita ∀x α(x) istinita je i α(t).
Zamislimo interpretaciju i vrednovanje u kojima je istinita ∀x α(x). To
znači da ma kako vrednovali varijablu x bit će istinita α(x). Ali možemo
je vrednovati upravo objektom kojeg označava t. Dakle, vrijedit će i α(t).
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b) Običnim rječnikom, ako je za neki objekt tvrdnja istinita tad postoji
objekt za kojeg je istinita. Duž te ideje ćemo i pokazati da je zaista u
pitanju logička posljedica. Neka je u nekoj interpretaciji i vrednovanju
istinita α(t). Ako varijablu x vrednujemo objektom kojeg označava t tad
će biti istinita i α(x). Dakle, istinita je i ∃x α(x).

c) Neka je u nekoj interpretaciji i vrednovanju istinito x = y i α(x). Pošto x
i y označavaju isti objekt to će onda biti istinito i α(y).

Y

Naravno, htjeli bismo, kao i kod jezika veznika, imati jednostavnu
proceduru kojom možemo ispitati da li je neka tvrdnja logička posljedica
nekog skupa tvrdnji. Ovdje ne možemo imati neki analog tablica isti-
nitosti jer je interpretacija beskonačno, ali možemo razviti ideju stabala
opovrgavanja. Kao i kod jezika veznika, pitanje da li iz skupa rečenica
{α1,α2, . . . ,αn} logički slijedi rečenica β svodi se na pitanje postoji li
interpretacija i vrednovanje u kojima su sve rečenice α1,α2, . . . ,αn istinite,
a β lažna. Krenemo od tih informacija i razlažući ih saznajemo što vrijedi u
takvom svijetu (svjetovima). Sad, naravno, moramo imati načine razlaganja
informacija za nova pravila izgradnje.

Pravilo T∀. Iz toga da smo svi (ljudi) smrtni mogu zaključiti da sam i ja
smrtan. Takvo zaključivanje smo opravdali u prethodnom primjeru. Da je
istinita rečenica ∀x α(x) znači da ma kojim opisom t slobodno zamijenili
varijablu x u α, bit će istinita i rečenica α(t). Dakle, imamo pravilo

T ∀x α(x)

T α(t)

Ovo pravilo možemo primijeniti na svaki opis na grani. Med̄utim, ima
ga smisla primijeniti samo na opis na koji ga već nismo primijenili. Ako
nema nijednog opisa na grani, tad njegova primjena zahtjeva uvod̄enje
novog imena na koji ćemo ga primijeniti. Za razliku od pravila za veznike,
primjenom ovog pravila nismo potrošili informaciju T ∀x α(x). Pravilo
možemo primijeniti u daljnjem na svaki drugi opis koji već jeste ili će se
eventualno u izgradnji stabla pojaviti na grani. Zato kraj te informacije ni-
kad ne stavljamo kvačicu kojom simboliziramo da je informacija potrošena.
Iz istih razloga to pravilo primjenjujemo tek kad ne možemo nijedno drugo
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pravilo primijeniti. U svakom koraku razvoja stabla opovrgavanja na svakoj
grani imamo atomarne informacije (informacije o atomarnim rečenicama) i
složene informacije (informacije o složenim rečenicama) od kojih su neke
potrošene. Složene nepotrošene informacije dijelimo u dvije grupe, one koje
će se primjenom odgovarajućeg pravila potrošiti, i one koje se primjenom
odgovarajućeg pravila nikad ne mogu potrošiti. Takve informacije ćemo
zvati nepotrošive informacije. Pravilo koje ne može potrošiti informaciju
na koju ga primjenjujemo je T∀, a poslije ćemo upoznati i druga takva
pravila. Zvat ćemo ih nepotrošiva pravila. Ako se desi situacija da su na
grani potrošene sve složene informacije koje se mogu potrošiti a ovo pravilo,
kao i ostala nepotrošiva pravila, nema smisla primijeniti (na grani postoje
opisi i pravilo smo već primijenili na sve opise na grani), tad kažemo da
je pravilo T∀ postalo beskorisno na toj grani. Ilustrirajmo rečeno na par
primjera.

Primjer 3.3.4. Ispitajmo vrijedi li ∀x(P(x)→Q(x)),∀xP(x) ⊧Q(a) (”Sve
što je jednostavno je lijepo. Sve je jednostavno. Dakle, ja sam lijep.”).

Rješenje: Ispitujemo postoji li svijet u kojem je

T ∀x (P(x)→Q(x))
T ∀x P(x)

F Q(a)

Sad ćemo na obje složene informacije primijeniti pravilo T∀ na ime a:

2. T ∀xP(x)→Q(x)
1. T ∀x P(x)

F Q(a)
(1) T P(a)

3. (2) T P(a)→Q(a)

(3) F P(a)
X

(3) T Q(a)
X

Dakle, ne postoji takav svijet, odnosno ∀x(P(x)→Q(x)),∀xP(x)⊧Q(a). Y
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Primjer 3.3.5. Ispitajmo vrijedi li ∀x(P(x)→Q(x)),∀xQ(x) ⊧ P(a) (”Sve
što je jednostavno je lijepo. Sve je lijepo. Dakle, ja sam jednostavan.”).

Rješenje: Ispitujemo postoji li svijet u kojem je

2. T ∀x(P(x)→Q(x))
1. T ∀x Q(x)

F P(a)
(1) T Q(a)

3. (2) T P(a)→Q(a)

F P(a) T Q(a)

Sad imamo situaciju u kojoj nisu sve grane zatvorene. Pravilo T∀ bismo
mogli primjenjivati na neka nova imena, ali je jasno da uvod̄enjem novih
objekata ne bismo dobili kontradikciju. Imamo situaciju nezatvorenog
stabla u kojem je jedino nepotrošeno pravilo T∀ postalo beskorisno (na
svakoj grani postoje imena i na svih njih je to pravilo već primjenjeno).
Takvo stablo zovemo potpuno otvoreno stablo i iz njega možemo na
svakoj otvorenoj grani iščitati kontraprimjer. U našem slučaju je to svijet
koji ima samo jedan objekt a za kojeg ne vrijedi P a vrijedi Q:

x a
P(x) 0
Q(x) 1

Npr. neka P(x) znači biti paran broj a Q(x) znači biti neparan broj, a svijet
se sastoji od samo jednog broja, broja 1. U tom svijetu su pretpostavke
ispunjene a zaključak nije. Dakle, ovakvo zaključivanje nije ispravno. Y

Primjer 3.3.6. Ispitajmo vrijedi li P(a),∀x(P(x)→Q(x))⊧Q(b) (”Ja sam
jednostavan. Sve što je jednostavno je lijepo. Dakle, ti si lijepa.”).
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Rješenje: Sad ćemo pravilo T∀ primjeniti i na a i na b:

T P(a)
3. 1. T ∀xP(x)→Q(x)

F Q(b)
2. (1) T P(a)→Q(a)

(2) F P(a)
X

(2) T Q(a)
4. (3) T P(b)→Q(b)

(4) F P(b) (4) T Q(b)
X

Opet smo dobili potpuno otvoreno stablo iz kojeg možemo iščitati kontrapri-
mjer, svijet sastavljen od dva objekta a i b takva da a ima oba svojstva a b
nijedno (a je jednostavan i lijep a b nije ni jednostavan ni lijep)

x a b
P(x) 1 0
Q(x) 1 0

Dakle, P(a),∀x(P(x)→Q(x))⊭Q(b) Y

Primjer 3.3.7. Ispitajmo vrijedi li ∀x(P(x)→ ¬Q(x)) ⊧ ¬∀xQ(x) (”Sve što
je jednostavno nije lijepo. Dakle, nije sve lijepo.”).

Rješenje: Prvo ćemo primjeniti pravilo za negaciju:

T ∀x (P(x)→¬Q(x))
1. F ¬∀x Q(x)
(1) T ∀x Q(x)

Sad moramo primijeniti pravilo T∀ ali nemamo nijedno ime na stablu. U
tom slučaju, da bismo ove informacije razgradili, uvodimo novo ime i na
njega primjenjujemo ovo pravilo:
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3. T ∀x(P(x)→¬Q(x))
1. F ¬∀x Q(x)

2. (1) T ∀x Q(x)
(2) T Q(a)

4. (3) T P(a)→¬Q(a)

(4) F P(a) 5. (4) T ¬Q(a)
(5) F Q(a)

X

Dobili smo potpuno otvoreno stablo iz kojeg možemo iščitati kontraprimjer,
svijet sastavljen od samo jednog objekta a za kojeg vrijedi Q ali ne vrijedi P
(lijep je i nije jednostavan):

x a
P(x) 0
Q(x) 1

Dakle, P(a),∀x(P(x)→Q(x)),⊭Q(b) Y

Pravilo F∀. Da je rečenica ∀x α(x) lažna znači da za neki objekt x domene
ne vrijedi α(x). To ne mora biti nijedan od objekata označen već postojećim
opisima. Zato moramo uvesti novo ime koje će imenovati takav objekt. Tako
imamo sljedeće pravilo razgradnje informacije:

F ∀x α(x)

F α(a)

gdje je a novo ime na grani. Ovo pravilo primjenjujemo kad nema opisa t na
grani za koji ne vrijedi α(t), jer je tada njegova primjena suvišna. Takod̄er,
kad ovo pravilo primijenimo na F ∀x α(α), ta je informacija potrošena i
možemo staviti kvačicu kraj nje.

Primjer 3.3.8. Vrijedi li ∀x(A(x) → B(x)) ⊧ ∀x A(x) → ∀x B(x)? (”Sve
jednostavno je lijepo. Dakle, ako je sve jednostavno onda je sve i lijepo”.)

Rješenje: Početak stabla je sljedeći
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T ∀x(A(x)→B(x))
F ∀x A(x)→∀x B(x)

Koje pravilo prije primijeniti? Pošto pravilo T∀ ne može potrošiti informa-
ciju koju razgrad̄uje to pravilo, kao što smo već istakli, primjenjujemo tek
kad smo prinud̄eni, odnosno kad su nam preostala jedino takva pravila za
primjenu:

4. T ∀x(A(x)→B(x))
✓ 1. F ∀x A(x)→∀x B(x)

3. (1) T ∀x A(x)
✓ 2. (1) F ∀x B(x)

(2) F B(a)
(3) T A(a)

✓ 5. (4)T A(a)→B(a)

(5) F A(a)
X

(5) T B(a)
X

Dakle, ∀x(A(x)→B(x))⊧∀x A(x)→∀ B(x). Y

Primjer 3.3.9. Vrijedi li ∀x(P(x)∨Q(x)) ⊧ ∀x P(x)∨∀x Q(x)? (”Sve je
jednostavno ili lijepo. Dakle, sve je jednostavno ili je sve lijepo”.)

Rješenje: 5. 4. T ∀x(P(x)∨Q(x))
✓ 1. F ∀x P(x)∨∀x Q(x)

✓ 2. (1) F ∀x P(x)
✓ 3. (1) F ∀x Q(x)

(2) F P(a)
(3) F Q(b)

✓ 6. (4) T P(a)∨Q(a)
✓ 7. (5) T P(b)∨Q(b)

(6) T P(a)
X

(6) T Q(a)

(7) T P(b) (7) T Q(b)
X
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Dobili smo kontraprimjer (ljubavni par u kojem je npr. on kompliciran i lijep
a ona jednostavna i ružna):

x a b
P(x) 0 1
Q(x) 1 0

Dakle, ∀x(P(x)∨Q(x))⊭∀x P(x)∨∀x Q(x) Y

Pravilo T∃. Da je rečenica ∃x α(x) istinita znači da za neki objekt domene
a vrijedi α(a). To ne mora biti nijedan od objekata označen već postojećim
opisima, već moramo uvesti novu konstantu koja će imenovati takav objekt.
Npr. u listopadu 1998. netko je javnosti dostavio podatke o bankovnom
računu Ankice Tud̄man, supruge tadašnjeg predsjednika Hrvatske Franje
Tud̄mana. Iz tih se podataka vidjelo da obitelj Tud̄man na svom računu
ima 210 000 njemačkih maraka i 15 740 američkih dolara, koje pokojni
predsjednik nije naveo u imovinskoj kartici, iako je zakonski bio obavezan to
uraditi. Iz informacije da postoji osoba koja je otkrila te podatke ne možemo
zaključiti jesam li to ja ili možda Vi. Da bismo govorili o toj osobi moramo joj
dodijeliti novo ime dok se ne sazna tko je ona. Tako joj je policija dodijelila
ime ”nepoznat počinitelj”, mnogi su je nazivali ”neprijatelj hrvatske države”,
dok je za mene bila i ostala ”hrvatski heroj”. Ubrzo je otkriveno da je
te podatke otkrila bankovna službenica, gospod̄a Ankica Lepej, sljedeći
svoju grad̄ansku i ljudsku savjest, iako je bila svjesna posljedica tog čina.
Kao nagradu za svoj doprinos boljem društvu Ankica Lepej je, zajedno sa
članovima svoje obitelji, ostala bez posla, a oni koji su obmanjivali ljude
izvukli su se s opravdanjem da nisu znali da je novac imovina(!?). Pa gdje je
tu logika? Moramo se vratiti logici. Ako apstrahiramo emocije (što je upravo
sad meni potrebno) ostaje logički mehanizam koji nam omogućava da ako
postoji objekt s nekim svojstvom α(x), tad mu možemo dodijeliti novo ime,
npr. a, tako da vrijedi α(a). Zato je pravilo sljedeće:

T ∃x α(x)

T α(a)

gdje je a konstanta koja se još nije pojavila na grani. Ovo pravilo
primjenjujemo kad nema opisa t na grani za koji vrijedi α(t), jer je tada
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njegova primjena suvišna. Takod̄er, kad ovo pravilo primijenimo na T
∃x α(x) ta je informacija potrošena i možemo staviti kvačicu kraj nje.

Primjer 3.3.10. Vrijedi li ∃x A(x) ⊧ A(a)? (”Netko je lijep. Dakle, to sam
ja”)

Rješenje: ✓ 1. T ∃x A(x)
✓ F A(a)
(1) T A(b)

Ne vrijedi. Intuitivno, ako postoji neki objekt za koji vrijedi A(x) to ne
mora biti objekt a. Formalno, pravilo T∃ zahtjeva da uvedemo novo ime na
granu, dakle b, a ne postojeće a. I interpretacija koja služi za protuprimjer
to govori. Domena joj je {a,b}, predikat A(x) je na a lažan, a na b istinit
(netko je lijep, ali to nije a nego b). Y

Primjer 3.3.11. Vrijedi li ∀x(P(x) → Q(x)),∃x¬Q(x) ⊧ ¬∀xP(x)? (”Sve
jednostavno je lijepo. Netko nije lijep. Dakle, nije sve jednostavno.”)

Rješenje: 5. T ∀x(P(x)→Q(x))
✓ 2. T ∃x ¬Q(x)

1. F ¬∀x P(x)
4. (1) T ∀x P(x)
✓ 3. (2) T ¬Q(a)

(3) F Q(a)
(4) T P(a)

✓ 6. (5) T P(a)→Q(a)

(6) F P(a)
X

(6) T Q(a)
X

Ne vrijedi. Intuitivno, ako postoji neki objekt za koji vrijedi A(x) to ne
mora biti objekt a. Formalno, pravilo T∃ zahtjeva da uvedemo novo ime na
granu, dakle b, a ne postojeće a. I interpretacija koja služi za protuprimjer
to govori. Domena joj je {a,b}, predikat A(x) je na a lažan, a na b istinit.
Y
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Pravilo F∃. Da je lažna rečenica ∃x α(x) znači da ma kojim opisom t
slobodno zamijenili varijablu x u rečenici α, bit će lažna i rečenica α(t)
(da je laž da ima besmrtnih ljudi znači da je laž da sam ja besmrtan, oh ne,
taman mi je krenulo u životu). Dakle, imamo pravilo

F ∃x α(x)

F α(t)

Način upotrebe ovog pravila je isti kao i za pravilo T ∀. Ima ga smisla
primjeniti samo na opis na grani na koji ga već nismo primijenili. Ako nema
nijednog opisa na grani, tad njegova primjena zahtjeva uvod̄enje novog
imena na koji ćemo ga primijeniti. Primjenom ovog pravila nismo potrošili
informaciju F ∃x α(x). Pravilo možemo primijeniti u daljnjem na svaki
drugi opis koji jeste ili će se eventualno u izgradnji stabla pojaviti na grani.
Zato kraj te informacije nikad ne stavljamo kvačicu kojom simboliziramo da
je informacija potrošena. Iz istih razloga to pravilo primjenjujemo tek kad
ne možemo nijedno drugo pravilo primijeniti. Kao i pravilo pravilo T ∀ tako
i ovo pravilo može u nekom stanju razvoja stabla postati beskorisno: sva
druga pravila koja se mogu potrošiti su potrošena a ovo pravilo, zajedno s
drugim nepotrošivim pravilima, nema smisla primijeniti (na grani postoje
opisi i pravilo smo već primijenili na sve njih).

Primjer 3.3.12. Vrijedi li ∀x A(x)⊧ ∃x A(x)?

Rješenje: Početak stabla opovrgavanja je sljedeći

T ∀x A(x)
F ∃x A(x)

Obje se informacije ne mogu potrošiti. Pošto nema drugih informacija morat
ćemo primijeniti pravila na njih. Pošto nema imena u stablu, primjena
pravila će uvesti novo ime:

T ∀x A(x)
F ∃x A(x)

T A(a)
F A(a)

X
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Dakle, tvrdnja vrijedi. Y

Primjer 3.3.13. Vrijedi li ∃x (P(x)∧Q(x))⊧ ∃x P(x)∧∃x Q(x)?

Rješenje: ✓ 1. T ∃x (P(x)∧Q(x))
3. F ∃x P(x)∧∃x Q(x)
✓ 2. (1) T P(a)∧Q(a)

(2) T P(a)
(2) T Q(a)

4. (3) F ∃x P(x)
(4) F P(a)

X

4. (3) F ∃x Q(x)
(4) F Q(a)

X

Dakle, tvrdnja vrijedi. Y

Primjer 3.3.14. Vrijedi li ∃x P(x),∃x Q(x) ⊧ ∃x (P(x)∧Q(x))? (”Netko je
jednostavan a netko je lijep. Dakle, netko je i jednostavan i lijep”.

Rješenje: ✓ 1. T ∃x P(x)
✓ 2. T ∃x Q(x)

5. 3. F ∃x (P(x)∧Q(x))
(1) T P(a)
(2) T Q(b)

✓ 4. (3) F P(a)∧Q(a)

(4) F P(a)
X

(4) F Q(a)
✓ 6. (5) F P(b)∧Q(b)

(6) F P(b) (6) F Q(b)
X

Sad je pravilo F ∃ postalo beskorisno pa smo dobili potpuno otvoreno stablo
iz kojeg možemo iščitati kontraprimjer (on je jednostavan i ružan, ona
komplicirana i lijepa):
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x a b
P(x) 1 0
Q(x) 0 1

Dakle, tvrdnja ne vrijedi. Y

Primjer 3.3.15. Ispitajmo ispravnost sljedećih tvrdnji.

a) ∃y∀x R(x, y)⊧∀x∃y R(x, y)

b) ∀x∃y R(x, y)⊧ ∃y∀x R(x, y)

Rješenje: a) ✓ T 1. ∃y∀x R(x, y)
✓ 2. F ∀x∃y R(x, ty)

3. (1)T ∀x R(x,a)
4. (2) F ∃y R(b, y)

(3) T R(b,a)
(4) F R(b,a)

X

Dakle, tvrdnja vrijedi.

b)

T ∀x∃y R(x, y)
F ∃y∀x R(x, y)
! T ∃y R(a1, y)

T R(a1,a2)
! T ∃y R(a2, y)

T R(a2,a3)
...

Tako iz prve tvrdnje dobijamo cijeli niz informacija T R(a1,a2), T R(a2,a3),
T R(a3,a4),. . . koje ne vode kontradikciji. Što nam daje informacija F
∃y∀x R(x, y)?
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F ∃y∀x R(x, y)
✓ F ∀x R(x,a1)

F R(b1,a1)
✓ F ∀x R(x,a2)

F R(b2,a2)
⋮

Dobili smo niz informacija koje nisu med̄usobno kontradiktorne niti su
kontradiktorne s prvotnim nizom informacija. Tako imamo situaciju da
u svakom koraku nemamo kontradikciju i primjena pravila uvijek daje
nešto novo. Proces nas navodi na pomisao da algoritam neće nikada stati i
da ćemo dobiti beskonačnu interpretaciju. Zato ćemo prekinuti algoritam
i pokušati konstruirati interpretaciju za početni skup informacija. Uzet
ćemo za a1 broj 1, za a2 broj 2, itd. Domenu interpretacije tvorit će
pozitivni prirodni brojevi, a R ćemo interpretirati usporedbom (<) brojeva.
Lako je provjeriti da je u toj interpretaciji istinita rečenica ∀x∃y R(x, y),
a lažna ∃y∀x R(x, y). Dakle, dobili smo kontraprimjer, pa ∀x∃y R(x, y) ⊭
∃y∀x R(x, y) Y

U prethodnom primjeru smo ’ljudskom intervencijom’ uspjeli dobiti
odgovor tamo gdje je algoritam stabla opovrgavanja krahirao. Ako izgradnja
stabla u nekom koraku stane, bilo da su sve grane zatvorene (ne postoji
tražena interpretacija) ili nisu zatvorene, ali primjena pravila ne daje ništa
novo (postoji tražena interpretacija) tad imamo odgovor. Prethodni primjer
med̄utim pokazuje da postoje situacije u kojima izgradnja stabla nikada
ne prestaje! Algoritam nam tad ne daje odgovor jer ne staje i ne zna da
nikada neće stati. Postoji jedan teorem, tzv. teorem potpunosti metode
stabala opovrgavanja, (dokazan ’ljudskom intervencijom’) koji rješava
takvu situaciju i koji kaže da u tom slučaju postoji tražena interpretacija. Iz
tog teorema slijedi da interpretacija ne postoji upravo onda kad dobijemo za-
tvoreno stablo opovrgavanja. Ako interpretacija postoji tad će je algoritam
pronaći ili neće nikada stati. Što se tiče logičke posljedice to znači da imamo
postupak koji kaže ’da’ upravo kad imamo logičku posljedicu a tek ponekad
kaže ’ne’ kad je nemamo, jer nekad kad nemamo logičku posljedicu postupak
nikad ne staje. Ovo je bitna računska razlika izmed̄u stabala opovrgavanja
kod jezika veznika i kod jezika predikata. No, postoji li neki drugi bolji
postupak od stabala opovrgavanja? Odgovor je ’ne’ i poslije ćemo nešto više
reći o tome (cjelina 3.6).
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Pravila za kvantifikatore

T ∀x α(x)

T α(t)

T ∃x α(x)

T α(a)

F ∀x α(x)

F α(a)

F ∃x α(x)

F α(t)
Pri tome a mora biti novo ime na grani, dok je t opis koji slobodno
zamjenjuje x u α(x). Informacije T ∃x α(x) i F ∀x α(x) kad se jednom
upotrijebe su potrošene i kraj njih stavimo kvačicu. Informacije T
∀x α(x) i F ∃x α(x) se ne mogu potrošiti i upotrebljavaju se tek
kad su sve ostale informacije koje se mogu potrošiti potrošene. Tad
ih ima smisla primjenjivati samo na opise na grani na koje nisu još
primijenjene ili pak na novo ime ako nema takvih opisa. Ako to nije
ispunjeno tad kažemo da su postale beskorisne.

Postupak stabla opovrgavanja

Postupak započinjemo skupom rečenica od kojih nekima pridružujemo
istinu T a nekima laž F. One tvore tzv. korijen stabla. Cilj postupka
je ispitati postoji li svijet u kojem vrijede takve informacije. Stablo
gradimo tako da svaku informaciju koja nije već potrošena razgradimo
po odgovarajućem pravilu za veznike ili kvantifikatore duž svake grane
na kojoj se ona nalazi. Postupak prestaje kad su sve grane zatvorene
ili kad postoji otvorena grana a sve informacije na njoj su ili atomarne
ili potrošene ili su postale beskorisne. U prvom slučaju govorimo o
zatvorenom stablu i tad ne postoji tražena interpretacija. U drugom
slučaju govorimo o potpunom otvorenom stablu i tad postoji tražena
interpretacija (koju možemo rekonstruirati iz otvorene grane). Može
se desiti da postupak izgradnje stabla nikad ne prestaje. Tad takod̄er
postoji (beskonačna) interpretacija koju postupak nikad ne može dati,
ali je možemo ”ljudskom” intervencijom otkriti iz načina kako stablo
raste.
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Primjer 3.3.16. Ispitajmo vrijedi li sljedeće

a) ∀x (A(x)→B(x)), ¬∃x B(x)⊧¬A(a)

b) ∀x (A(x)→B(x)), ∀x B(x)⊧ A(a)

c) ∀x A(x)→∀x B(x), ¬∃x B(x)⊧ ∃x ¬A(x)

Rješenje: a) T ∀x (A(x)→B(x))
✓ T ¬∃x B(x)
✓ F ¬A(a)
F ∃x B(x)

T A(a)
F B(b)

T A(a)→B(a)

F A(a)
X

T B(b)
X

b) T ∀x (A(x)→B(x))
T ∀x B(x)

F A(a)
T A(a)→B(a)

F A(a)
T B(a)

T B(b)
T B(a)

c) T ∀x A(x)→∀x B(x)
✓ T ¬∃x B(x)

F ∃x ¬A(x)
F ∃x B(x)

F ∀x A(x)
F B(a)

F ¬A(a)
T A(a)
F A(a)

X

T ∀x B(x)
F B(a)

F ¬A(a)
T A(a)
T B(a)

X

Y
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Preostala su još pravila za logički simbol jednakosti. Prvo kaže da kad
je t1 = t2 tad u svakoj rečenici koja govori o t1 umjesto t1 možemo staviti t2.
Drugo kaže da nikad ne može biti da nije t = t.

Pravila za jednakost

T t1 = t2 T t1 = t2
T= T α(t1)

T α(t2)

F α(t1)

F α(t2)

F= F t = t
X

Pri tome sve pojave varijabli u t1 i t2 moraju biti slobodne u α. Pravilo
T= ima smisla primjenjivati samo na nepotrošenu informaciju α i to
kad daje novu informaciju na grani, i ono ne može potrošiti informaciju
na koju se primjenjuje. Zbog toga se i ovo pravilo primjenjuje tek kad
su sva druga pravila iscrpljena. Ako ih tada nema smisla primijeniti
kažemo da su beskorisna. U postupku stabla opovrgavanja uloga im je
ista kao i drugih nepotrošivih pravila.

Primjer 3.3.17. Dokažimo da vrijedi sljedeće:

a) x = y∧ y = z ⊧ x = z

b) x = y⊧ f (x) = f (y)

Rješenje: a)

! T x = y∧ y= z
F x = z
T x = y
T y= z
F y= z

X
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b)

! T x = y
F f (x)= f (y)
F f (y)= f (y)

X

Y

Na isti način kao i kod logike veznika može se ispitati je li neka tvrdnja
logička istina (tražimo svijet u kojem je lažna), logička laž (tražimo svijet u
kojem je istinita) te je li neki skup tvrdnji ispunjiv (tražimo svijet u kojem su
sve tvrdnje istinite). Za primjer ćemo pokazati da je logička istina tvrdnja
¬∃z∀x(xRz ↔ ¬xRx). Da je to istinito u svim svijetovima uopće nije
očigledno. Ova tvrdnja je usko vezana s Russellovim paradoksom u teoriji
skupova koji ćemo ubrzo upoznati (strana 245) . Tražimo svijet u kojem je
ova tvrdnja lažna:

F ¬∃z∀x(xRz↔¬xRx)
T ∃z∀x(xRz↔¬xRx)

T ∀x xRa↔¬xRx
T aRa↔¬aRa

T aRa
T ¬aRa
F aRa

X

F aRa
F ¬aRa
T aRa

X

Dakle, ne postoji svijet u kojem je tvrdnja lažna, pa je ona logička istina.



3.4. Prevod̄enje i argumentiranje 189

3.4 Prevod̄enje i argumentiranje

Jezik predikata je dovoljno bogat jezik da u njega možemo prevoditi (i
ispitivati) sva argumentiranja iz prirodnog jezika.

Primjer 3.4.1. Ispitajmo je li ispravna sljedeća argumentacija:

Marko zna pisati programe u Pascalu. Svatko tko zna pisati programe u
Pascalu može dobiti dobar posao. Dakle, netko može dobiti dobar posao.

Rješenje: Uvedimo sljedeće simbole:

M: Marko P(x): x zna pisati programe u Pascalu D(x): x može dobiti dobar
posao

Tad je struktura argumenta sljedeća: P(a), ∀x (P(x)→D(x))⊧ ∃x D(x)

Ispitajmo njegovu ispravnost pomoću stabla opovrgavanja:

T P(a)
T ∀x (P(x)→D(x))

F ∃x D(x)
T P(a)→D(a)

F D(a)

F P(a)
X

T D(a)
X

Y

Primjer 3.4.2. Ispitajmo je li ispravna sljedeća argumentacija:

Auto s automatskim mjenjačem je lako voziti. Moj auto nema automatski
mjenjač. Dakle, moje auto nije lako voziti.
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Rješenje: Uvedimo sljedeće simbole:

M: moj auto

L(x): x je lako voziti

A(x): x ima automatski mjenjač

Tad je struktura argumenta sljedeća: ∀x (A(x)→ L(x)), ¬A(M)⊧¬L(M)

Ispitajmo njegovu ispravnost pomoću stabla opovrgavanja:

T ∀x (A(x)→ L(x))
✓ T ¬A(M)
✓ F ¬L(M)

F A(M)
T L(M)

✓ T A(M)→ L(M)

F A(M) T L(M)

Dakle, argumentacija nije ispravna. Y

Primjer 3.4.3. Ispitajmo je li ispravna sljedeća argumentacija:

Tigrovi su mačke. Dakle, svi koji vole mačke vole tigrove.

Rješenje: Uvedimo sljedeće simbole:

T(x): x je tigar

M(x): x je mačka

x V y: x voli y

Tad je struktura argumenta sljedeća:

∀x (T(x)→M(x))⊧∀x (∀y (M(y)→ x V y)→∀y (T(y)→ x V y))

Ispitajmo njegovu ispravnost pomoću stabla opovrgavanja
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T ∀x (T(x)→ M(x))
! F ∀x (∀y (M(y)→ x V y)→∀y (T(y)→ x V y))
! F ∀y (M(y)→ a V y)→∀y (T(y)→ a V y)

T ∀y (M(y)→ a V y)
! F ∀y (M(y)→ a V y)

! F T(b)→ a V b
T T(b)
F a V b

T T(b)→ M(b)

F T(b)
X

T M(b)
T M(b)→ a V b

F M(b)
X

T a V b
X

Argumentacija je ispravna. Y

Primjer 3.4.4. Ispitajmo ispravnost sljedećeg naizgled ispravnog argumen-
tiranja: "Svi jednorozi imaju krila. Dakle, nije da svi jednorozi nemaju
krila."

Rješenje: Uvedemo li predikate J(x): ’x je jednorog’ i K(x): ’x ima krila’
tad je argumentacija sljedeća:

∀x (J(x)→K(x))⊧¬∀x (J(x)→¬K(x))

Početak stabla je sljedeći:

T ∀x (J(x)→K(x))
F ¬∀x (J(x)→¬K(x))

Primijenimo li pravilo za F¬ dobit ćemo

T ∀x (J(x)→K(x))
✓ F ¬∀x (J(x)→¬K(x))

T ∀x (J(x)→¬K(x))
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Sad moramo primijeniti pravilo T∀ ali nemamo nijedan opis na kojeg bi ga
mogli primijeniti. Zato moramo uvesti novo ime a koje imenuje neki objekt
iz tog svijeta:

T ∀x (J(x)→ K(x))
! F ¬∀x (J(x)→¬K(x))

T ∀x (J(x)→¬K(x))
T J(a)→ K(a)

Na to ime možemo primijeniti i drugu univerzalnu tvrdnju:

T ∀x (J(x)→ K(x))
! F ¬∀x (J(x)→¬K(x))

T ∀x (J(x)→¬K(x))
T J(a)→ K(a)

T J(a)→¬K(a)

Preostaje razgraditi veznike

T ∀x (J(x)→K(x))
✓ F ¬∀x (J(x)→¬K(x))

T ∀x (J(x)→¬K(x))
✓ T J(a)→K(a)
✓ T J(a)→¬K(a)

F J(a)

F J(a) ✓ T ¬K(a)

F K(a)

T K(a)

F J(a) T ¬K(a)

F K(a)
X

Dobili smo stablo kojem nisu sve grane zatvorene, a jedino pravilo koje se
još može primjenjivati, pravilo T∀, ne daje ništa novo (podsjetimo se njime
uvodimo novo ime jedino kad ne postoji nijedno ime). Dakle, dobili smo
potpuno otvoreno stablo opovrgavanja. Iz svake njegove potpuno otvorene
grane možemo iščitati svijet (interpretaciju) u kojem je ∀x (J(x)→ K(x))
istinita a ¬∀x (J(x) → ¬K(x)) lažna. Uradimo to s prvom (najlijevijom)
otvorenom granom. Na njoj se nalazi samo jedno ime a, pa će domena
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interpretacije biti jednočlan skup {a}. Pošto je na grani informacija F J(a)
to predikat J na objekt a daje laž

x a
J(x) 0

Na grani nema informacije o vrijednosti predikata K na objekt a. To znači
da tu vrijednost možemo odabrati po volji. Može biti 0 kao na drugoj
otvorenoj grani ili 1 kao na trećoj otvorenoj grani. Neka bude npr.

x a
K(x) 1

Postojanje takvog svijeta ne samo da nam govori da argumentacija nije
ispravna već nam govori i zašto nije ispravna: ne mora biti da postoje
jednorozi. Za objekte kojih nema može sve vrijediti, i da imaju krila i da
nemaju krila. Y

Primjer 3.4.5. Ispitajmo ispravnost sljedećeg argumentiranja: ’Julija voli
sve koji vole Romea. Romeo voli sebe. Dakle, Julija voli sebe.’

Rješenje: Uvedimo simbole J: ’Julija’, R: ’Romeo’ i x V y: ’x voli y’. Tad je
prijevod ove argumentacije sljedeći:

∀x (x V R→ J V x),R V R ⊧ J V J

U izgradnji semantičkog stabla pravilo T∀ ćemo primijeniti dva puta, na
ime R i na ime J:

T ∀x (x V R → J V x)
T R V R
F J V J

T R V R → J V R

F R V R
X

T J V R

T J V R → J V J

F J V R
X

T J V J
X



194 3. Logički jezik predikata

Dakle, argumentacija je ispravna. Y

Primjer 3.4.6. Ispitajmo je li ispravna sljedeća argumentacija:

Agent 700 nije danas išao u Split. Ivo je danas išao u Split. Dakle, Ivo nije
agent 700.

Rješenje: Uvedimo sljedeće simbole:

A: agent 700

I: Ivo

S(x): x je danas išao u Split

Tad je struktura argumenta sljedeća: ¬S(A), S(I)⊧¬A = I

Ispitajmo njegovu ispravnost pomoću stabla opovrgavanja:

! T ¬S(A)
T S(I)

F ¬A = I
F S(A)
T A = I
F S(I)

X

Argumentacija je ispravna. Y

Kao što je već napomenuto kod jezika veznika, često se ispravno zaklju-
čivanja u prirodnom jeziku naizgled razlikuje od ispravnog zaključivanja
u umjetnom jeziku u tome što u argumentiranju ne ekspliciramo sve
pretpostavke. Pretpostavke koje su općeprihvaćene ili se podrazumijevaju
iz konteksta obično prešućujemo u argumentiranju. Da bismo ispitali je li
nam argumentiranje zaista ispravno moramo i te pretpostavke eksplicirati.
Uzmimo za primjer sljedeći dijalog iz legendarne britanske serije Only Fools
and Horses (epizoda No Greater Love ...) izmed̄u Del Boya i Rodneya:

Del Boy: Udana je?
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Rodney: Da, ali on ne živi s njom.

Del Boy: A gdje je?

Rodney: U kazneno popravnom domu.

Del Boy: Ne mogu vjerovati. Zar mutiš sa ženom osud̄enog kriminalca?

Rodney: Kak’ ti prenaglo zaključuješ. To što je u kazneno popravnom
domu ne znači
da je osud̄enik. Možda je čuvar ili čak upravitelj.

Del Boy: I je li?

Rodney: Je li što?

Del Boy: Čuvar ili upravitelj?

Rodney: Ne, osud̄enik je.

I Rodney i Del Boy ispravno zaključuju, ali dolaze do drugačijih rezultata
jer, pored eksplicitne pretpostavke da je muž Rodneyeve ljubavnice u
kazneno popravnom domu, koriste razne prešutne pretpostavke. Rodney
koristi slabiju opću pretpostavku (jer mu to odgovara) da u kazneno
popravnom domu pored osud̄enika borave i drugi ljudi, pa prigovara Del
Boyu da pogrešno zaključuje. Med̄utim, Del Boy ne zaključuje pogrešno, jer
koristi jaču prešutnu pretpostavku, da je onaj tko iz Peckhama (siromašne
londonske četvrti) boravi u kazneno popravnom domu zasigurno osud̄enik.

3.5 Prirodna dedukcija

U ovom poglavlju ćemo nadopuniti sustav prirodne dedukcije koji smo
razvili za jezik veznika (cjelina 2.8) pravilima za kvantifikatore i jednakost.

Počet ćemo od pravila uvod̄enja i eliminiranja univerzalnog kvantifika-
tora. Kako bismo dokazali tvrdnju ∀x α(x), npr. da ako pomnožimo broj za
1 manji od zadanog broja s brojem za 1 veći od zadanog broja dobit ćemo broj
za 1 manji od kvadrata zadanog broja, ∀x (x−1)⋅(x+1) = x2−1? Razmišljamo



196 3. Logički jezik predikata

ovako. Neka je x bilo koji broj. Tad je po pravilu za ’množenje zagrada’
(x−1) ⋅(x+1) = x2−x+x−1 = x2−1 Pošto ništa specifično nismo pretpostavili
o x znači da to vrijedi za svaki x: ∀x (x−1) ⋅ (x+1) = x2 −1. Upravo je to
pravilo uvod̄enja univerzalnog kvantifikatora:

pravilo uvod̄enja univerzalnog kvantifikatora (Intro ∀)

⋮
Ð→ x

⋮
←Ðα(x)

↦

⋮
Ð→ x

⋮
←Ðα(x)
∀x α(x)

gdje je x tzv. privremena varijabla koja se ne pojavljuje kao slobodna
varijabla u pretpostavkama lijevog dijela dokaza ili pak kao privremena
varijabla u lijevom dijelu dokaza. Time je osigurano da ona označava
sasvim proizvoljan objekt. Mada član niza → x nije rečenica, za razliku od
drugih članova niza, već samo naznaka da je uvedena privremena varijabla,
možemo ga neformalno čitati ’neka je x bilo kakav objekt’.

Da bismo dokazali da je ∀x∀y (x− y) ⋅ (x+ y) = x2 − y2 moramo uvesti
dva imena proizvoljnih objekata. Mada možemo poopćiti prethodno pravilo
i dopustiti istovremeno uvod̄enje više privremenih varijabli, to nećemo
uzeti kao osnovno pravilo, jer ga možemo simulirati uzastopnim uvod̄enjem
privremenih varijabli po pravilu Intro ∀.

Na osnovi pojedinog ne možemo logički ništa zaključiti o općem. Moramo
znati neke opće zakonitosti da bismo mogli izvoditi druge opće zakoni-
tosti. Zato se u logičkom zaključivanju pravilo uvod̄enja univerzalnog
kvantifikatora prirodno kombinira s pravilom njegova eliminiranja. Ono
je jednostavno: ako nešto vrijedi za sve tad vrijedi i za pojedino:

pravilo eliminiranja univerzalnog kvantifikatora (Intro ∀)

⋮
∀x α(x)
⋮ ↦

⋮
∀x α(x)
⋮
α(t)
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gdje t slobodno zamjenjuje x u α.

Upotrebu ovih pravila ilustrirat ćemo na jednostavnim primjerima.

Primjer 3.5.1. Dokažimo ∀x(A(x)→B(x)), ∀x A(x)⊧∀x B(x)

Rješenje: 1. ∀x(A(x)→B(x)) (A)
2. ∀x A(x) (A)
3. Ð→ x
4. A(x)→B(x) (1 Elim ∀)
5. A(x) (2 Elim ∀)
6. ←ÐB(x) (4,5 Elim →)
7. ∀x B(x) (3-6 Intro ∀)

Za privremenu varijablu smo uzeli x jer ona nije slobodna varijabla (već
vezana) u pretpostavkama. Naravno, mogli smo uzeti i sasvim novu
varijablu, npr. a, ali u praksi se obično radi na prvi način, ne uvode se
nove varijable, ako nije nužno. Y

Primjer 3.5.2. Dokažimo
∀x(F(x)→G(x)), ∀x(G(x)→H(x))⊧∀x(F(x)→H(x))

Rješenje: Za proizvoljni x pretpostavit ćemo da vrijedi F(x) i pokušati
dokazati da vrijedi G(x)

1. ∀x(F(x)→G(x)) (A)
2. ∀x(G(x)→H(x)) (A)
3. Ð→ x
4. Ð→ F(x) (A)
5. F(x)→G(x) (1 Elim ∀)
6. G(x) (4,5 Elim →)
7. G(x)→H(x) (2 Elim ∀)
8. ←ÐH(x) (6,7 Elim →)
9. ←Ð F(x)→H(x) (4-8 Intro →)
10. ∀x(F(x)→H(x)) (3-9 Intro ∀)

Y
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Pravilo uvod̄enja egzistencijalnog kvantifikatora je jednostavno. Ako
pronad̄emo objekt t za kojeg vrijedi vrijedi α(t), tad smo dokazali da
∃x α(x):

pravilo uvod̄enja egzistencijalnog kvantifikatora (Intro ∃)

⋮
α(t)
⋮ ↦

⋮
α(t)
⋮
∃x α(x)

gdje je t opis slobodan po x u α. Pri tome se ne moraju sve slobodne pojave
varijable t zamijeniti sa x. Npr. iz a = a možemo zaključiti da ∃x x = x ali i
da ∃x x = a

Ilustrirajmo pravilo na jednostavnom primjeru.

Primjer 3.5.3. Dokažimo ∀x F(x)⊧ ∃x F(x)

Rješenje:
1. ∀x F(x) (A)
2. F(x) (1 Elim ∀)
3. ∃x F(x) (2 Intro ∃)

Mogli smo umjesto x uzeti neku drugu varijablu, ali je u matematici
uobičajeno da se ne uvode nepotrebno nove varijable. I postojeća varijabla
x zadovoljava uvjet upotrebe ovih pravila (slobodna je u F(x)).

Y

Kad smo kod logike veznika razmatrali prirodnu dedukciju rekli smo
da se stvarno dokazivanje uveliko pojednostavnjuje korištenjem dodatnih
(izvedenih) pravila. Sad ćemo uvesti jedno takvo (očigledno) pravilo:

Primjer 3.5.4. Dokažimo ¬∃x α(x)⊧¬α(t), gdje t slobodno zamjenjuje
x u α.

Rješenje: Pretpostavit ćemo da je α(t) i dobiti kontradikciju.
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1. ¬∃x α(x) (A)
2. ÐÐÐÐ→α(t) (A)
3. ∃x α(x) (2 Intro ∃)
4. ∃x α(x)∧¬∃x α(x) (1,4 Intro ∧)
5. ¬α(t) (2-4 Intro ¬)

Y

Pravilo izvedeno u prethodnom primjeru pojednostavnit će sljedeći
dokaz.

Primjer 3.5.5. Dokažimo ¬∀x F(x)⊧ ∃x ¬F(x)

Rješenje: Opet ćemo pretpostaviti suprotno i pokušati dobiti kontradik-
ciju

1. ¬∀x F(x) (A)
2. ÐÐÐÐ→¬∃x ¬F(x) (A)
3. ÐÐÐÐ→ a
4. ¬¬F(a) (2 prethodni primjer)
5. ←ÐÐÐÐ F(a) (4. pravilo dvostruke negacije)
6. ∀x F(x) (3-5 Intro ∀)
7. ←ÐÐÐÐ∀x F(x)∧¬∀x F(x) (1,6 Intro ∧)
8. ∃x ¬F(x) (2-7 Elim ¬)

Y

Eliminacija egzistencijalnog kvantifikatora odgovara jednom standard-
nom načinu dokazivanja. Npr. osnovni teorem algebre kaže da svaka
polinomna jednadžba ima kompleksno rješenje. To je jedan složen i
veoma značajan matematički teorem koji se može dokazati na osnovi
toga da najednostavnija jednadžba koja nema realno rješenje z2 = −1 ima
kompleksno rješenje. Mi ćemo se ovdje ograničiti na jedan mali primjer, da
jednadžba z2 +100 = 0 ima kompleksno rješenje. Prevedeno u naš logički
jezik, iz toga da ∃z z2 = −1 dokazat ćemo da ∃z z2+100 = 0. Tvrdnja ∃z z2 =
−1 osigurava postojanje kompleksnog broja, nazovimo ga c, takvog da je
c2 =−1. Ali tada je (10c)2+100 = 100c2+100 = 100⋅(−1)+100 =−100+100 = 0.
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Dakle, (10c)2 +100 = 0. Time smo po Intro ∃ dokazali da ∃z z2 +100 = 0.
Ključni moment u ovom dokazu je da smo objektu čije postojanje garantira
egzistencijalna tvrdnja dali privremeno ime:

pravilo eliminiranja egzistencijalnog kvantifikatora (Intro ∃)

⋮
∃x α(x)
⋮
Ð→ c ∶ α(c) (A)

⋮
←Ðβ

↦

⋮
∃x α(x)
⋮
Ð→ c ∶ α(c)

⋮
←Ðβ

β

gdje je c privremena varijabla koja je slobodna po x u α i koja se ne javlja
ni slobodnom ni privremenom varijablom u lijevom dijelu dokaza niti u
dokazanoj tvrdnji β, osim ako β nije kontradikcija (jer tad je samo važno
da je kontradikcija) . Redak c ∶ α(c) čitamo ’Neka je c takav da je α(c)’.

Primjer 3.5.6. Dokažimo ∃x ¬F(x)⊧¬∀x F(x)

Rješenje: 1. ∃x ¬F(x) (A)
2. ÐÐÐÐ→ c ∶ ¬F(c) (A)
3. ÐÐÐÐ→∀x F(x) (A)
4. F(C) (3 Elim ∀)
5. ←ÐÐÐÐ F(c)∧¬F(c) (2, 4 Intro ∧)
6. ¬∀x F(x) (3-5 Intro ¬)
7. ¬∀x F(x) (1, 2-6 Intro ∃)

Y
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Primjer 3.5.7. Dokažimo ∀x(F(x)→G(x)), ∃x F(x)⊧ ∃x G(x)

Rješenje: 1. ∀x(F(x)→G(x)) (A)
2. ∃x F(x) (A)
3. ÐÐÐÐ→ c ∶ F(c) (A)
4. F(c)→G(c) (1 Elim ∀)
5. G(c) (3,4 Elim →)
6. ←ÐÐÐÐ ∃x G(x) (5 Intro ∃)
7. ∃x G(x) (2, 3-5 Intro ∃)

Y

Smisao jednakosti t1 = t2 je da dva imena imenuju isti objekt. Tako
jednakost možemo uvesti znajući da ista imena imenuju isti objekt t = t a
eliminirati tako da u svakoj tvrdnji ime objekta možemo zamjeniti drugim
imenom istog objekta: ako je t1 = t2 i vrijedi α(t1) tad vrijedi i α(t2).

pravilo uvod̄enja jednakosti (Intro =)

⋮ ↦ ⋮
t = t

pravilo eliminiranja jednakosti (Elim =)

⋮
t1 = t2
⋮
α(t1)
⋮

↦

⋮
t1 = t2
⋮
α(t1)
⋮
α(t2)

gdje je t2 slobodno po t1 u α i ne moraju se svi t1 zamijeniti s t2.
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Primjer 3.5.8. Dokažimo ⊧∀x x = x

Rješenje: 1. Ð→ x
2. ←Ð x = x (Intro =)
3. ∀x x = x (1,2 Intro ∀)

Y

Primjer 3.5.9. Dokažimo x = y ∧ y = z ⊧ x = z

Rješenje: 1. x = y ∧ y = z (A)
2. x = y (1 Elim ∧)
3. y = z (1 Elim ∧)
4. x = z (2,3 Elim =)

Y

Iz ovih pravila možemo izvesti i osnovna pravila rada s jednadžbama:

1. U jednadžbi smijemo isto zamijeniti s istim, npr. umjesto x + x =
x2 napisati 2x = x2. To je specijalan slučaj pravila eliminacije jednakosti.
Naime. jednadžba je jedna tvrdnja u kojoj umjesto terma x + x smijemo
staviti term 2x jer je x+ x = 2x

2. S obje strane jednadžbe smijemo uraditi isto, npr. obje strane
jednadžbe

x
2
= 3 pomnožiti s 2. Pokazat ćemo da općenito vrijedi pravilo

t1 = t2 ⊢ f (t1) = f (t2):

1. t1 = t2 (A)
2. f (t1) = f (t1) (Intro =)
3. f (t1) = f (t2) (1,2 Elim =)

Pravila za kvantifikatore i jednakost, zajedno s pravilima za veznike,
tvore sustav prirodne dedukcije jezika predikata. Kao i kod jezika
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veznika, lako je dokazati korektnost sustava: sve što je dokazivo iz nekog
skupa pretpostavki logički slijedi iz tog skupa pretpostavki. Kao i kod
jezika veznika, može se dokazati (a to nije lako) da sustav prirodne
dedukcije jezika predikata je potpun: sve što logički slijedi iz nekog
skupa pretpostavki može se i dokazati iz njih. Tako imamo jednostavan
sustav u kojem možemo prirodno provesti svako razmišljanje. Med̄utim,
kao i kod logike veznika, ugodno je koristiti pokrate u dokazivanju. Zbog
potpunosti sustava prirodne dedukcije, možemo u svakom koraku dokaza
uvesti bilo koju tvrdnju za koju znamo da je logička istina, ili zamijeniti
neku tvrdnju tvrdnjom za koju znamo da joj je logički ekvivalentna, kao
i koristiti svako pravilo dokaza za koje znamo da je ispravno. Najčešće
u razmišljanju krećemo od aksioma neke teorije (recimo teorije brojeva).
Pošto su nam pretpostavke uvijek iste, njih i ne navodimo u dokazivanju
već ih podrazumijevamo. Takod̄er, sve što smo već dokazali, možemo uvesti
u bilo kojem koraku dokaza. Nadalje, u svakom koraku dokaza možemo
koristiti i definicije koje u dokazivanju imaju ulogu dodatnih pretpostavki
(aksioma). Tako dobivamo brze i elegantne dokaze kakvi se obično u
matematici i znanosti i koriste (mada obično ne u posve preciznom jeziku).
No principijelno je važno da iza tog jednog relativno slobodnog sustava
dokazivanja kakav stvarno koristimo, i kakav je ilustriran u uvodnom
poglavlju o matematičkom jeziku, imamo idealan sustav prirodne dedukcije.
Na taj način svaki ispravni slobodni dokaz možemo razumjeti kao pokratu
odgovarajućeg formalnog dokaza u tom idealnom sustavu. Tako imamo
algoritamski provjerljivi standard u koji možemo prevesti svaki neformalni
dokaz i provjeriti njegovu ispravnost.

I na kraju, ne zaboravimo da je prirodni jezik puno složeniji od lo-
gičkog jezika koji je njegova idealizirana verzija tek u jednom aspektu,
racionalnom argumentiranju. Taj aspekt dominira u znanosti, ali ne i u
svakodnevnom životu ili drugim ljudskim aktivnostima. Uzmimo sljedeći
primjer iz umjetnosti, stihove iz poznate pjesme Tko te ime taj te nema
autora Branislava Krstića i u nezaboravnoj interpretaciji Zvonka Bogdana:

Ko te ima taj te nema
ko te nema taj te sanja
ko te sanja taj te ljubi
a ti o tom pojma nemaš

Ako odsječemo suptilne nijanse koje i tvore ljepotu pjesme dobit ćemo gole
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tvrdnje. Njih (i samo njih) možemo prevesti u logički jezik korištenjem
simbola: I(x) ≡ x te ima, S(x) ≡ x te sanja, i L j(x) ≡ x te ljubi. Prijevod
bi jedino robota mogao ushititi:

∀x(I(x)→¬I(x))
∀x(¬I(x)→ S(x))
∀x(S(x)→ L j(x))

Iz ovih tvrdnji možemo npr. dokazati da je nitko nema ∀x ¬I(x) i da je svi
ljube ∀x L j(x):

1. ∀x(I(x)→¬I(x)) (A)
2. ∀x(¬I(x)→ S(x)) (A)
3. ∀x(S(x)→ L j(x)) (A)
4. ÐÐÐÐ→ x
5. Ð→ I(x) (A)
6. I(x)→¬I(x) (1 Elim ∀)
7. ¬I(x) (5, 6 Elim →)
8. ←Ð I(x)∧¬I(x) (5, 8 Intro ∧)
9. ←ÐÐÐÐ¬I(x) (5-8 Intro ¬)

10. ∀x ¬I(x) (4-9 Intro ∀)
11. ÐÐÐÐ→ x
12. ¬I(x) (10 Elim ∀)
13. ¬I(x)→ S(x) (2 Elim ∀)
14. S(x) (12, 13 Elim →)
15. S(x)→ L j(x) (3 Elim ∀)
16. ←ÐÐÐÐ L j(x) (14, 15 Elim →)
17. ∀x L j(x) (11-16 Intro ∀)
18. ∀x¬I(x) ∧ ∀x L j(x) (10, 17 Intro ∧)

Jasno nam je da je ovakva doslovna logička analiza umjetničkog djela
sasvim promašena. Prava analiza polazi od ključnog stiha

Ko te ima taj te nema

koji izriče nešto puno složenije. Mogao bih ispuniti stranice i stranice
teksta obrazlažući taj stih ali ne bih uspio to bolje reći od samog stiha. Zato
on i jeste umjetnost.



3.6. Granice logičkog formalizma 205

U analizi umjetničkih dijela logička analiza nema ključnu ulogu, mada
može biti korisna. Nasuprot tome, u znanosti je veoma moćna. Med̄utim,
i u filozofiji, politici i praktičnom životu ona je veoma važna, mada se malo
(premalo) koristi. Jedan cijeli smjer u modernoj filozofiji, tzv analitička
filozofija se zasniva na logičkoj analizi jezika. Ta analiza pokazuje da
je većina onoga što se govori, pogotovo u politici i raznim ideologijama,
besmisao i kontradikcija. Kad Vas netko u nešto uvjerava (kao npr. ja sad
Vas) pokušajte logički analizirati što je on stvarno rekao i koje su posljedice
tih tvrdnji. Još ako znate čitati izmed̄u redaka stekli ste vještinu kojom ćete
se lakše snalaziti u moru informacija koje su nam danas dostupne. Jedni od
osnivača analitičke filozofije bili su i članovi tzv. Bečkog kruga osnovanog
1922 godine. Oni su uveliko doprinijeli i razvoju moderne logike (njima
je jednim dijelom pripadao i Kurt Gödel). Izmed̄u ostalog analizirali su i
Hitlerove govore i pokazivali pravu njihovu pozadinu i posljedice. Koliko bi
se života spasilo i patnje izbjeglo da se poslušao taj glas razuma.

3.6 Granice logičkog formalizma

Kad razmišljamo o nečemu nužan nam je jezik za razmišljanje. Pre-
ciziranjem jezika preciziramo izražavanje i razmišljanje. Jezik predikata
sa svojom preciznom sintaksom i semantikom udovoljava tim zahtjevima.
Med̄utim, obično nemamo potpunu kontrolu nad interpretacijom jezika,
pogotovo ako se radi o prirodnim znanostima. Vidjeli smo da i kad imamo
potpunu kontrolu nad interpretacijom jezika, kao u slučaju prirodnih
brojeva, zbog beskonačnosti domene interpretacije, nismo u mogućnosti za
svaku rečenicu, po rekurzivnoj definiciji istinitosti, odrediti njenu istinitost.
Zato imamo drugačiju strategiju. Odaberemo neke (zatvorene) rečenice
za koje smo uvjereni da su istinite u toj interpretaciji, a ostale nastojimo
dokazati iz njih. Ovakav pristup nazivamo aksiomatskim pristupom.
Odabrane rečenice zovemo aksiomima i kažemo da smo njima zadali jednu
teoriju, skup svih logičkih posljedica tog skupa aksioma. Pretpostavljajući
da su aksiomi istiniti u ovoj interpretaciji (teorija je ispravna) tražimo
rečenice koje logički slijede iz ovih aksioma. Pošto i one moraju biti
istinite u toj interpretaciji, na taj način otkrivamo sve više istina o
interpretaciji. Štoviše, takva teorija ima i svoju logičku strukturu.
Sva pitanja o ispravnosti teorije svode se na pitanje ispravnosti aksioma.
Tako npr. imamo teoriju prirodnih brojeva, teoriju skupova, klasičnu
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mehaniku, itd. Ponekad i nemamo posve odred̄enu interpretaciju na
umu već zamisao o nekom svijetu ili više svjetova preciziramo direktno
aksiomima. Odnosno samim aksiomima definiramo takve svjetove kao
svjetove u kojima su ti aksiomi istiniti. Za njih još kažemo da su modeli
dane teorije. Ispitujući logičke posljedice utvrd̄ujemo što vrijedi u svim tako
opisanim svjetovima, i time postižemo dodatnu efikasnost razmišljanja.
Tako se opisuju apstraktnije matematičke zamisli, kao teorija grupa ili
teorija vektorskih prostora. Mi se ovdje nećemo baviti izlaganjem raznih
matematičkih i prirodoznanstvenih teorija na ovaj način iz dva razloga.
Prvi razlog je da su značajne teorije, pogotovo prirodoznanstvene, veoma
složene i da nisu posve aksiomatizirane. Med̄utim, važno je da imamo
idealni standard, aksiomatski zadanu teoriju u koji po potrebi možemo
precizirati svaku takvu teoriju. Drugi razlog je da je u svrhu povezivanja
znanja nepraktično da svaka teorija ima svoj vlastiti jezik. Zato je izgrad̄en
jedan univerzalan jezik, jezik skupova u kojem se sve druge zamisli mogu
izraziti i povezivati. Taj jezik je predmet proučavanja četvrtog poglavlja ove
knjige.

Za aksiomatski pristup važno je prije svega da znamo razlikovati što
jeste a što nije aksiom. Mora postojati algoritam koji će nam za svaku
rečenicu α reći pripada li ona skupu aksioma A ili ne:

α ∈A ?Ð→ PROGRAM Ð→{
’DA’ kad je α ∈A
’NE’ kad nije α ∈A

Za skup za koji postoji takav algoritam ispitivanja pripada li nešto njemu ili
ne, kažemo da je izračunljiv ili algoritamski provjerljiv ili rekurzivan
(stručni termin). Obično je aksioma konačno i tad je taj uvjet automatski
ispunjen. Med̄utim, ima teorija koje imaju i beskonačno aksioma i taj uvjet
tada nije automatski ispunjen. Mi ćemo ovdje gledati samo izračunljive
skupove aksioma. Jasno je da je taj uvjet nužan za efikasno izvod̄enje istina
o nekoj zamisli.

Nadalje, za aksiomatski pristup važno je i da znamo ispitati je li neka
rečenica posljedica aksioma ili nije. Idealno bi bilo da imamo algoritam koji
bi za svaku rečenicu utvrdio je li ili nije posljedica aksioma:

A⊧β ?Ð→ PROGRAM Ð→{
’DA’ kad je A⊧β
’NE’ kad nije A⊧β
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Za relaciju za koju postoji takav algoritam ispitivanja pripada li nešto njoj
ili ne, kažemo takod̄er da je izračunljiva ili algoritamski provjerljiva
ili rekurzivna. U slučaju jezika veznika imamo takav algoritam. To
su i tablice istinitosti i stabla opovrgavanja. Uzmimo za primjer stablo
opovrgavanja. Da bismo ispitali je li A ⊧ β, stablo opovrgavanja ćemo
započeti informacijama da su sve rečenice iz A istinite a da je β lažna
(procedura se može proširiti i na slučaj kad ima beskonačno rečenica,
ali to sada nećemo gledati). Stablo dalje izgrad̄ujemo po pravilima za
veznike. Pošto ona troše informacije na koje se primjenjuju a stvaraju
informacije o podrečenicama, u konačno koraka ćemo dobiti ili zatvoreno
stablo ili potpuno otvoreno stablo (barem jedna grana nije zatvorena i sve su
informacije potrošene). U prvom slučaju rečenica β jeste posljedica aksioma
A a u drugom nije. Med̄utim, kod jezika predikata situacija je drugačija
jer se može desiti da stablo beskonačno raste. Zna se (teorem potpunosti
metode stabla opovrgavanja) da tada rečenica β nije posljedica aksioma
A. Med̄utim, algoritam nam to ne može reći jer on nikad ne staje. Isto
se dešava i sa procesom dokazivanja. Sam pojam dokaza je algoritamski
provjerljiv. Na tome se zasniva naše povjerenje u dokazane tvrdnje. Svatko
može provjeriti (ili napraviti program) je li neka tvrdnja zaista dokazana ili
nije. Tako dokazivanjem iz izračunljivog skupa aksioma raste naše znanje
o svijetu koji aksiomi opisuju. Teorem potpunosti sustava dokazivanja kaže
da su sve logičke posljedice i samo one dokazive. Dakle, ako je neka tvrdnja
logička posljedica aksioma tad ćemo u procesu dokazivanja jednom nju i
dokazati, a ako nije tad u procesu dokazivanja nećemo nikad dokazati tu
tvrdnju. Istina, može se desiti da ćemo dokazati njenu negaciju. Tad znamo,
ako su aksiomi konzistentni, da samu tvrdnju nikad nećemo dokazati, pa
smo ovdje u nešto boljoj situaciji nego kod stabala opovrgavanja (postoje
tvrdnje koje nisu logičke posljedice, za koje to ipak postupkom možemo
utvrditi). Tako imamo program (algoritam) sa sljedećim karakteristikama

A⊧β ?Ð→ PROGRAM Ð→{
’DA’ kad je A⊧β
’NE’ ili ne staje kad nije A⊧β

Za relaciju za koju postoji takav algoritam ispitivanja pripada li nešto
njoj ili ne, kažemo da je poluizračunljiva ili algoritamski poluprovjer-
ljiva ili polurekurzivna. Dakle, logička posljedica je poluizračunljiva
relacija izmed̄u rečenica. No da li je ona i izračunljiva relacija? Postoji li
neki drugi bolji algoritam za ispitivanje logičke posljedice? Ne! To je sadržaj
prvog ograničavajućeg rezultata:
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Alonso Church, 1936. (teorem o neizračunljivosti
logičke posljedice): Relacija logičke posljedice u jeziku
predikata nije izračunljiva relacija.

Posljedica za računarstvo je direktna. Ne postoji
program koji će uvijek dati odgovor je li neka rečenica
logička posljedica nekog skupa rečenica ili ne. Svi
suvremeni automatski dokazivači su s vremena na
vrijeme osud̄eni na neuspjeh.

Nameće se još jedan problem. Uzmimo za primjer jezik brojeva. Cilj
nam je napisati aksiome za prirodne brojeve iz kojih ćemo izvoditi druge
istine o prirodnim brojevima. Možemo li odabrati izračunljiv skup aksioma
iz kojih ćemo izvesti sve istine o prirodnim brojevima? Ne!

Kurt Gödel, 1931. (teorem nepotpunosti teorije
brojeva): Ne postoji izračunljiv skup aksioma iz kojih
su izvedive sve istine o brojevima.

Dakle, automatski dokazivač ne može dokazati sve istine
o brojevima, ne samo zbog vremenskog ograničenja,
nego ’u principu’. No posljedice Gödelova teorema su
značajnije. Grubo govoreći, svaka ’ozbiljnija teorija’, kao

što su npr. fizikalne teorije o prirodi, je nepotpuna. Uvijek postoje istine
koje ne možemo dokazati iz aksioma. Naravno, kad pronad̄emo takvu istinu
možemo je dodati aksiomima. No postoje druge istine koje ni iz tih pojačanih
aksioma ne možemo dokazati, itd.

Gödel je dokazao još jedan ograničavajući rezultat. Naime, ako naše
teorije i ne mogu sve istine dokazati, možemo li barem provjeriti jesu li
one konzistentne? Podsjetimo se, teorija je konzistentna ako ne možemo iz
nje izvesti kontradikciju, neku tvrdnju zajedno s njenom negacijom. Da bi
teorija uopće o nečemu mogla nešto reći, mada možda i pogrešno ili nepot-
puno, mora biti konzistentna. Pa možemo li bar konzistentnost dokazati
konzistentnost? Da, ali samo koristeći jaču teoriju čija je konzistentnost još
upitnija. Upravo je to (malo poopćeni) sadržaj sljedećeg Gödelovog teorema.
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Kurt Gödel, 1931. (teorem o nedokazivosti kon-
zistentnosti teorije brojeva): Konzistentnost teorije
brojeva nije dokaziva unutar te teorije.

Tako smo ’osud̄eni’ da stalno razvijamo teorije koje ne
samo da nam ne mogu dati sve istine, nego čak nismo
sigurni ni da su konzistentne.

Preciziranje jezika nam je omogućilo ne samo da precizno opišemo
deduktivno razmišljanje nego i da utvrdimo njegove granice. Ako želite
više saznati o granicama logike preporučujemo, , pored [End11], knjige
[Fra05] i [Smu92]. Prva izlaže ove teme na popularan, ali ujedno korektan
i precizan način, dok je druga jedna od najboljih knjiga koja ove teme izlaže
na napredniji način.

3.7 Primjene na računarstvo

Već u Predgovoru smo rekli da, pored toga što u teorijskom i povijesnom
smislu matematička logika tvori bitan dio teorijskih osnova računarstva,
postoje i dijelovi računarstva u kojima matematička logika ima direktnu
primjenu. Pošto su u pitanju veoma široka područja od kojih svako zahtjeva
zasebnu uvodnu knjigu, izdvojit ćemo, i to na nivou upoznavanja, dva takva
područja, logičko programiranje i dokazivanje korektnosti programa.

3.7.1 Logičko programiranje

Logičko programiranje se u svojoj osnovnoj koncepciji bitno razlikuje od
standardnog imperativnog programiranja. U imperativnom programiranju
problem rješavamo tako da napišemo program, niz naredbi, koje kažu
računalu šta treba raditi s ulaznim podacima da bismo dobili izlazne
podatke. Za razliku od toga, u logičkom programiranju uopće ne rješavamo
problem već ga samo opišemo. Program je opis problema a ulaz u program
je upit. Računalo će na osnovi opisa problema logičkim zaključivanjem
pokušati dati odgovor na upit. Ovu koncepciju ćemo ilustrirati na dva
primjera. Oba programa su napisana u PROLOGu (PROgramming in
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LOGic), najpoznatijem jeziku logičkog programiranja. Compiler PROLOGa
je javno dostupan preko Interneta. Ovdje korišteni programi se mogu naći
na web stranici Katedre za matematiku Veleučilišta Velika Gorica.

Prvi program je opis jednog dijela moje obitelji. U opisu su korišteni
jednomjesni predikati ’biti muško’ i ’biti žensko’, te dvomjesni predikat ’biti
roditelj’. Tako se npr. u opisu nalaze sljedeće rečenice:

musko(ivica).

zensko(josipa).

roditelj(jozo,dragana).

Sintaksa Prologa zahtjeva da se imena pišu malim slovima i da svaka
rečenica završi točkom. Kao i u logičkom jeziku ostale relacije možemo
definirati. Npr. da je x tata y-u znači da mu je roditelj i da je muško. U
Prologu ta definicija izgleda ovako:

tata(X,Y):- musko(X), roditelj(X,Y).

U Prologu se varijable pišu velikim slovima, umjesto veznika ’i’ stavlja se
zarez (,) a umjesto veznika ’ili’ točka-zarez (;). Ovdje smo znak :- koristili
u smislu ’ako i samo ako’ mada je njegovo standardno značenje u Prologu
da stoji umjesto veznika ’ako’. Dakle, A :- B stoji umjesto B→ A.

U Prologu možemo imati i rekurzivne definicije. Npr. da je x predak y-u
znači da mu je roditelj ili je roditelj nekom z-u koji je predak y-u. U Prologu
ta definicija izgleda ovako:

predak(X,Y) :- roditelj(X,Y); roditelj(X,Z), predak(Z,Y).

Niže je dan cijeli program u kojem su dane još neke definicije:

Prolog program Moja obitelj:

musko(ivica). musko(jozo2). musko(dragan). musko(tomo).

musko(jozo). musko(mladen). musko(andrija). musko(ante).

musko(boris). musko(mirko). musko(ante2).

musko(petar). musko(petar2).
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zensko(anica2). zensko(josipa). zensko(antica).

zensko(dragana). zensko(rajka). zensko(jelka).

zensko(anica). zensko(petronija). zensko(vanja).

zensko(jelica). zensko(marija).

roditelj(dragana,ivica). roditelj(dragana,antica).

roditelj(boris,ivica). roditelj(boris,antica).

roditelj(dragan,jozo2). roditelj(dragan,anica2).

roditelj(dragan,josipa). roditelj(rajka,dragana).

roditelj(rajka,dragan). roditelj(jozo,dragana).

roditelj(jozo,dragan). roditelj(ante,jozo).

roditelj(ante,mladen). roditelj(ante,jelka).

roditelj(petronija,jozo). roditelj(petronija,mladen).

roditelj(petronija,jelka). roditelj(andrija,rajka).

roditelj(andrija,tomo). roditelj(anica,rajka).

roditelj(anica,tomo). roditelj(mirko,boris).

roditelj(vanja,boris). roditelj(petar,mirko).

roditelj(petar,petar2). roditelj(marija,mirko).

roditelj(marija,petar2). roditelj(ante2,vanja).

roditelj(jelica,vanja).

tata(X,Y):- musko(X),roditelj(X,Y).

mama(X,Y):- zensko(X),roditelj(X,Y).

djeda(X,Y):- musko(X), roditelj(X,Z), roditelj(Z,Y).

brat(X,Y):- musko(X),roditelj(Z,X),roditelj(Z,Y),(X\=Y).

predak(X,Y):-roditelj(X,Y);roditelj(X,Z),predak(Z,Y).

bracniparsdjecom(X,Y):- musko(X), zensko(Y),

roditelj(X,Z), roditelj(Y,Z).

ujak(X,Y):- brat(X,Z), mama(Z,Y).

Ulazi u program su upiti. Ako želimo znati je li Ivica muško poslat ćemo
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upit i dobiti odgovor od kompjutera:

1 ?- musko(ivica).

Yes

Ako želimo saznati tko je mama Ivici poslat ćemo sljedeći upit

2 ?- mama(X, ivica).

X = dragana

Ako želim saznati kome sam ja otac (godine donose sklerozu) poslat ću
sljedeći upit:

tata(boris, X).

X = ivica

Ako želim vidjeti imam li još djece neću pritisnuti ENTER već ; (ili):

3 ?- tata(boris, X).

X = ivica ;

X = antica ;

No

Na isti način ću dobiti i sve Ivičine pretke:

4 ?- predak(X,ivica).

X = dragana ;
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X = boris ;

X = rajka ;

X = jozo ;

X = ante ;

X = petronija ;

X = andrija ;

X = anica ;

X = mirko ;

X = vanja ;

X = petar ;

X = marija ;

X = ante2 ;

X = jelica ;

No

Ako pak želim vidjeti tko je kome ujak poslat ću sljedeći upit:

5 ?- ujak(X,Y).

X = dragan

Y = ivica ;

X = dragan

Y = ivica ;
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X = dragan

Y = antica ;

X = tomo

Y = dragana ;

X = tomo

Y = dragan ;

X = tomo

Y = dragana ;

X = tomo

Y = dragan ;

No

Ovdje je program već pokazao neke mane jer mi je iste odgovore dao više
puta.

Sljedeći program rješava pitanje dizajna apartmana s obzirom na strane
svijeta. Apartman se sastoji od sobe za dnevni boravak i spavaće sobe.
Ulazna vrata će voditi u sobu za dnevni boravak a iz nje će ići vrata u
spavaću sobu. Takod̄er svaka od soba će imati prozor. Trebamo odrediti
prema kojim stranama svijeta će biti prozori i vrata poštujući sljedeća
ograničenja:

1. Prozor u sobi za dnevni boravak mora biti nasuprot ulaznim vratima
da bi se dobio ugod̄aj prostornosti.

2. Vrata prema spavaćoj sobi moraju biti na zidu koji je susjedan zidu na
kojem su ulazna vrata da bi se dobio ugod̄aj privatnosti.

3. Prozor u spavaćoj sobi mora biti na zidu koji je susjedan zidu na kojem
su vrata.

4. Prozor u spavaćoj sobi mora biti okrenut prema istoku zbog jutarnjeg
svjetla.

Evo jednog rasporeda koji udovoljava zadane uvjete:
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BORAVAK SOBA

E

S

W

N

Prolog program će naprosto biti prethodni opis. Programu prvo moramo
reći što su nasuprotne a što susjedne strane svijeta. Npr.

nasuprotne_strane(sjever, jug).

susjedne_strane(sjever, istok).

Zatim mu moramo reći što je dobar raspored dnevnog boravka a što spavaće
sobe. Pri tome ćemo koristiti sljedeće varijable:

VB: strana svijeta na kojoj su vrata boravka

PB: strana svijeta na kojoj je prozor boravka

VS: strana svijeta na kojoj su vrata sobe

PS: strana svijeta na kojoj je prozor sobe

Dobar raspored je sljedeći:

raspored_boravka(VB,PB,VS):- nasuprotne_strane(VB,PB),

susjedne_strane(VB,VS).

raspored_sobe(VS,PS):- susjedne_strane(VS,PS),PS = istok.

VB: strana svijeta na kojoj su vrata boravka
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PB: strana svijeta na kojoj je prozor boravka

VS: strana svijeta na kojoj su vrata sobe

PS: strana svijeta na kojoj je prozor sobe

Evo kompletnog programa Raspored apartmana:

nasuprotne_strane(sjever, jug).

nasuprotne_strane(jug, sjever).

nasuprotne_strane(istok, zapad).

nasuprotne_strane(zapad, istok).

susjedne_strane(sjever, istok).

susjedne_strane(istok, sjever).

susjedne_strane(istok, jug).

susjedne_strane(jug, istok).

susjedne_strane(jug, zapad).

susjedne_strane(zapad, jug).

susjedne_strane(zapad, sjever).

susjedne_strane(sjever, zapad).

raspored_boravka(VB,PB,VS):- nasuprotne_strane(VB,PB),

susjedne_strane(VB,VS).

raspored_sobe(VS,PS):- susjedne_strane(VS,PS),PS = istok.

raspored_apartmana(VB,PB,VS,PS):-raspored_boravka(VB,PB,VS),

raspored_sobe(VS,PS).

Upit je traženje svih mogućih rasporeda:

1 ?- raspored_apartmana(VB,PB,VS,PS).

VB = istok

PB = zapad

VS = sjever
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PS = istok ;

VB = istok

PB = zapad

VS = jug

PS = istok ;

VB = zapad

PB = istok

VS = jug

PS = istok ;

VB = zapad

PB = istok

VS = sjever

PS = istok ;

No

Vidimo da smo dobili četiri moguća rasporeda. Raspored koji je pokazan na
slici je drugi raspored, ako stranu na kojoj su vrata sobe gledamo u odnosu
na boravak.

U ovim primjerima se pokazuje nesumnjiva prednost logičkog programi-
ranja u odnosu na imperativno programiranje (pokušajte napisati npr. C
programe za ove primjere). Med̄utim, logičko programiranje ima i mane.
Glavne mane su mu da je ponekad teže opisati program nego ga riješiti, kao
i da ponekad ’zaluta’ u logičkom izvod̄enju odgovora. Važna prednost mu je
da se lako vidi je li program korektan, tj. radi li ono za što je namijenjen.
Naravno, najviše se koristi tamo gdje se problemi lako opisuju. To su
npr. baze podataka koje možemo shvatiti kao jedan veliki opis situacije za
koju su namijenjene, ali i izgradnja compilera, jer sintaksa programskog
jezika ima relativno jednostavan rekurzivni opis koji se direktno može
implementirati u Prologu.

Ako želite više naučiti o logičkom programiranju upućujemo vas na
webstranicu http://www.learnprolognow.org/, kao i na knjigu [Bra11].
Postoji i veoma zanimljiva knjiga na hrvatskom jeziku [Rad87], do koje je
nažalost teže doći.
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3.7.2 Dokazivanje korektnosti programa

Osnovne naredbe imperativnog programa su naredbe pridruživanja čije
izvršenje mijenja sadržaj programskih varijabli = memorijskih lokacija.
Npr. naredba X ∶= X + 1 povećava sadržaj programske varijable X za
1. Od ovih naredbi se grade složenije naredbe koje kontroliraju njihovo
izvršenje: nizanje, if then else naredbe, while naredbe, itd. Od njih se
zajedno s raznim deklaracijama varijabli i struktura podataka gradi cijeli
program. Program se izvršava na početnom stanju varijabli (uključujući i
input datoteke) da bi u svakom koraku izvršenja dao novo stanje varijabli
i naredbu koja se sljedeća izvršava. Kad program završi s radom (ako
završi) imamo završno stanje varijabli. Specifikacija programa P je uvjet
U na ulazno stanje zajedno s uvjetom I na izlazno stanje nakon izvršenja
programa. Tu specifikaciju pišemo u obliku tzv. Hoareove trojke

{U}P{I}

i čitamo: ako je prije izvršenja bilo ispunjeno U nakon izvršenja programa P
je ispunjeno I. Npr. ako želimo napisati program P za potenciranje brojeva
koji će na ulaz dobiti dva broja a > 0 i b ≥ 0 a na izlaz dati u varijabli R
potenciju ab tad takav program mora zadovoljavati sljedeću specifikaciju

{a > 0∧b ≥ 0}P{R = ab}

Kad napišemo program P jasno je da on radi ispravno ako mu svaki dio
radi ispravno. Ako znamo što rade pojedini dijelovi znat ćemo što radi i
cjelina. A što rade pojedine naredbe precizirano je značenjem programskog
jezika. Za svaki tip osnovne naredbe imamo Hoareovu trojku (aksiom)
koja specificira učinak te naredbe. Za složenije naredbe imamo pravilo
kombiniranja Hoareovih trojki osnovnih naredbi u Hoareovu trojku složene
naredbe. Sad ćemo ih redom navesti.

Naredba pridruživanja. Smisao naredbe pridruživanja x ∶= t je da
varijabla x poprima značenje izraza t. Dakle, sve što je prije izvršenja ove
naredbe vrijedilo za t sad će vrijediti za x. Tako je za naredbu pridruživanja
Hoareova trojka sljedeća:

{α(t)}x ∶= t{α(x)}

Npr. {X +1 > 0}X ∶= X +1{X > 0}
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Niz naredbi. Za niz naredbi S1, S2 izlazno stanje naredbe jednako je
ulaznom stanju sljedeće naredbe

{A}S1{B}∧{B}S2{C} → {A}S1,S2{C}

Npr. tako možemo zaključiti da je {X +1 > Y +2}X ∶= X +1,Y ∶= Y −1{X >
Y +3}

if then else naredba. Neka imamo naredbu i f C then S1 else S2.
Konačno stanje će ovisiti o ispunjivosti uvjeta C u početnom stanju, jer o
tome ovisi koja će naredba biti izvršena. No bez obzira koji slučaj se desio
cilj nam je povezati početni uvjet A sa završnim uvjetom B. Zato je pravilo
sljedeće:

{A∧C}S1{B}∧{A∧¬C}S2{B} → {A}i f C then S1 else S2{B}

Npr. tako možemo zaključiti da će sljedeća naredba bez obzira što bilo na
početku (tad za uvjet stavljamo bilo koju istinitu tvrdnju koju označavamo
true) na izlazu dati veći broj,

{true}i f X ≥Y then S ∶= X else S ∶=Y{S = max(X ,Y )}

jer će se to desiti bez obzira koja od naredbi će se izvršiti:

{X ≥Y}S ∶= X{S = max(X ,Y )}

{¬X ≥Y}S ∶=Y{S = max(X ,Y )}

while naredba. Neka imamo naredbu while C do S u kojoj se izvršava
naredba S sve dok vrijedi uvjet C. Ako, uz uvjet C, izvršenje naredbe S ne
mijenja neki uvjet A tad će i cijela petlja sačuvati taj uvjet. Zato je pravilo
za while petlju sljedeće:

{A∧C}S{A} → {A}while C do S{A∧¬C}

Takav uvjet A zovemo invarijanta petlje i njegov ispravan odabir ključan
je za dokazivanje korektnosti. To će biti demonstrirano na sljedećem
primjeru.

Demonstrirat ćemo dokazivanje korektnosti na primjeru programa za
potenciranje, čiju smo specifikaciju dali na početku ovog odjeljka. Niže
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je dan kod programa zajedno sa uvjetima koji vrijede na danom mjestu u
izvršenju programa (svaka linija je numerirana radi lakšeg komentiranja)

1. {a > 0 ∧ b ≥ 0}

2. I ∶= 0

3. R ∶= 1

4. {R = aI ∧ I ≤ b}

5. while I < b do

6. {R = aI ∧ I ≤ b ∧ I < b}

7. R ∶=R ⋅a

8. {R = aI+1 ∧ I ≤ b ∧ I < b}

9. I ∶= I +1

10. {R = aI ∧ I ≤ b}

11. endwhile

12. {R = aI ∧ I ≤ b ∧ ¬ I < b}

13. {R = ab}

U prvoj liniji je dana ulazna specifikacija programa. Nakon dvije inicijali-
zacije varijabli (2.i 3.) jasno je da vrijedi uvjet 4. Ali zašto je izabran baš
taj uvjet? Upravo takav izbor je ključ uspjeha ovog dokaza korektnosti.
Cilj nam je imati invarijantu petlje koja će nam na izlazu iz petlje dati
željeni izlazni uvjet. Zamisao petlje je da u varijabli R skuplja umnoške
broja a sa samim sobom dok ne bude b faktora. Varijabla I broji koliko
je faktora u danom prolazu skupljeno. Iz tog smisla petlje proizlazi da je
R = aI invarijanta petlje. Takod̄er je invarijantna i bitna informacija da je
dok se izvršava petlja I ≤ b. To nam, po Hoareovom pravilu za while petlju,
daje da nakon izvršenja petlje vrijedi 12. No to znači da je I = b, pa tako
imamo željeni završni uvjet.



3.7. Primjene na računarstvo 221

Već iz ovog malog primjera se vidi da dokazivanje korektnosti nije
jednostavno. Štoviše, za male programe se ono čini nepotrebnim kompli-
ciranjem jer tada ’vidimo’ da je program ispravan. Ali u nekim situacijama
je, kao što smo spomenuli na strani 24, veoma važno, gotovo bismo rekli
nužno. U takvim situacijama su programi složeni i ne možemo ’vidjeti’ da
su ispravni. Tad je nužno dokazivati korektnost na način koji je na ovom
malom primjeru ilustriran. Štoviše, razvijene su metode ne da se dokazuje
korektnost već napravljenog programa već da se program gradi zajedno s
dokazom svoje korektnosti. Postoje čak i posebni programski jezici, poput
Guarded Command Language (GCL), koji olakšavaju taj postupak.

Ako želite više saznati o dokazivanju korektnosti programa preporu-
čamo [AA78] i knjigu na našem jeziku (po našem mišljenju) [Ala87]

Zadaci za vježbu

Sintaksa i semantika.

1. Ispitajte konstruiranjem stabla izvoda jesu li sljedeći stringovi izrazi
ili pak rečenice jezika brojeva u smislu formalne definicije

(a) (((x+1)+(1 ⋅ y)) ⋅(1+(0 ⋅1)))

(b) (x+1) ⋅(1++)

(c) ∀x(∃y((x < y)→ ((x > 1)∨(¬(y < 0)))))

(d) ∃x((x > 1)∧(∀y(< 0)))

2. Konstruirajte formalne izraze i rečenice koje odgovaraju sljedećim
neformalnim izrazima i rečenicama

(a) x+ y ⋅1

(b) ∀xyz x < y ∧ y < z → x < z

3. Svijet se sastoji od objekata a, b i c i na njemu su definirane dvije
operacije ◻ i ◊ sljedećim tablicama
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x ◻x
a b
b a
c c

yi
◊ a b c

xi

a b c b
b c c a
c b a a

Izračunajte značenja sljedećih izraza (dogovor je da unarna operacija
ima prioritet pred binarnom) za vrednovanje varijabli x↦ b i y↦ c:

(a) ◻(x◊y)

(b) ◻x ◊ ◻ y

(c) ◻(◻(a◊y)◊ ◻(b◊x))

Ispitajte istinitost sljedećih rečenica

(i) ◻(a◊b) =◻a ◊ ◻b

(ii) ∀x ◻◻x = x

(iii) ∀x∀y x◊y = y◊x

(iv) ∃x∀y x◊y = y

(v) ∀x∃y x◊y =◻x

4. Svijet se sastoji od objekata 1, 2 i 3 na kojima je definiran unarni
predikat F i binarni predikat R sljedećim tablicama

x 1 2 3
F(x) 1 1 0

xR y 1 2 3
1 1 0 1
2 0 0 1
3 0 0 0

Ispitajte istinitost sljedećih tvrdnji

(a) ∃x ¬F(x)

(b) ∃x ∀y ¬xR y

(c) ∀x(∃y(xR y)→ F(x))

5. Evo jednog malog svijeta
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a b c

d e f

g h i

Uvedimo sljedeće predikate: S(x) ≡ x je kvadrat, L(x, y) ≡ x je
neposredno lijevo od y, C(x, y) ≡ x i y su u istoj koloni, T(x) ≡ x je
trokut, A(x, y) ≡ x je neposredno poviše y, R(x, y) ≡ x i y su u istom
retku, B(x) ≡ x je crn. Ispitajte istinitost sljedećih rečenica

(a) ∀x T(x)
(b) ¬∃x L(x, x)
(c) ¬∃x ¬(T(x)∨S(x))
(d) ∀x(T(x)→B(x))
(e) ∀y ∃x L(x, y)
(f) ¬∃x ∃y(T(x)∧T(y)∧C(x, y))
(g) ∃x(T(x)∧∀y((R(x, y)∧ x ≠ y)→¬T(y)))
(h) ∀x((S(x)∧∃y A(x, y))→¬B(x))
(i) ∀x ∀y((S(x)∧S(y)∧ x ≠ y)→ (C(x, y)→¬B(x)∧¬B(y)))
(j) ∀y ∃x(B(x)∧S(x)∧ x ≠ y)

6. Nek se svijet sastoji od sljedećih znakova:

f h E d F E D e f e d

Uvedimo sljedeće predikate: D(x) ≡ x je slovo d u bilo kojoj varijanti,
E(x) ≡ x je slovo e u bilo kojoj varijanti, F(x) ≡ x je slovo f u bilo
kojoj varijanti, C(x) ≡ x je veliko slovo, B(x) ≡ x je bold, U(x) ≡ x je
potcrtano, I(x) ≡ x je italic, R(x, y) ≡ x je desno od y, L(x, y) ≡ x je
neposredno lijevo od y. Koje su od sljedećih rečenica istinite:
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(a) ∀x C(x)

(b) ¬∃x(U(x)∧ I(x))

(c) ∀x(F(x)→B(x))

(d) ∃x ∀y(L(y, x)→ (A(y)∧B(y)))

(e) ∀x(B(x)→ ∃y(R(y, x)∧U(y)))

(f) ∃x ∃y(L(x, y)→ (U(x)∨U(y)))

(g) ∀x(¬C(x)↔ ∃y L(y, x))

(h) ∃x(E(x)∧C(x)∧B(x)∧∀y((E(y)∧C(y)∧B(y))→ y = x))

(i) ∃x(D(x)∧∀y(D(y)∧R(y, x))→¬C(y))

(j) ∃x(∃y L(x, y)∧∀t R(x, t))

7. Svijet se sastoji od brojeva 1,2 i 3 i sljedećih predikata:

x 1 2 3
F(x) 0 1 1

x 1 2 3
G(x) 1 0 0

y
R 1 2 3

x
1 1 0 1
2 0 1 1
3 0 0 0

Ispitajte istinitost sljedećih tvrdnji:

(a) ∀x(F(x)↔G(x))

(b) ∃x(G(x)→ F(x))

(c) ∃x ∃y(F(x)∧G(y))

(d) ∀x((∃y R(y, x))→ F(x))

(e) ∃x(∀y G(y)∨F(x))

(f) ∃x ∀y ¬R(x, y)

(g) ∀x(∃y R(x, y)→ ∃t ¬R(x, t))

(h) ∀x ∀y(F(x)∨G(y))

(i) ∃x(F(x)∧¬G(x)∧∃y R(x, y))

(j) ¬∀x ∀y R(x, y) ∨ ∃x ∃y R(x, y)

(k) ∃y ∀x(F(x)∧G(y))
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8. Jedan automat može biti u stanjima a, b i c gdje je a početno stanje pa
ga još označavamo znakom i. Zanimljivi su sljedeći predikati: F(x) ≡ x
je konačno stanje i R(x, y) ≡ iz stanja x automat može prijeći u stanje
y. Ti predikati su zadani sljedećim tablicama:

x a b c
F(x) 0 1 1

y
R(x, y) a b c

x
a 1 1 1
b 0 0 1
c 0 0 1

Prevedite u prirodni jezik smisao sljedećih tvrdnji i ispitajte njihovu
istinitost

(a) ∃y R(i, y)
(b) ¬F(i)
(c) ∀x∀y∀z(R(x, y)∧R(x, z)→ y = z)
(d) ∀x∃y R(x, y)

9. Svijet se sastoji od binarnih stringova (konačnih nizova nula i je-
dinica) uključujući i tzv. prazni sring kojeg označavamo slovom e.
Binarnu operaciju konkatenacije stringova označavat ćemo znakom
⋅ (npr. 101 ⋅ 001 = 101001) a da je jedan string početni dio (prefiks)
drugog stringa znakom ≤ (npr. 011 ≤ 01101 ali i 011 ≤ 011, dok
je prazni string prefiks svakog stringa). Prevedite u prirodni jezik
smisao sljedećih tvrdnji i ispitajte njihovu istinitost:

(a) ∀x x ⋅ e = e ⋅ x = x

(b) ∀x∀y x ⋅ y = y ⋅ x
(c) ∀x∀y∀z (x ⋅ y) ⋅ z = x ⋅(y ⋅ z)
(d) ∀x∀y x ≤ y ∧ y ≤ x → x = y

(e) ∀x∀y∀z x ≤ y ∧ y ≤ z → x ≤ z

(f) ∃x∀y x ≤ y

(g) ∀x∀y x ≤ y ∨ y ≤ x

(h) ∀x∀y∀z x ≤ y → x ⋅ z ≤ y ⋅ z

10. Ispitajte istinitost sljedećih tvrdnji o realnim brojevima
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(a) ∀x∃y x+ y = 7

(b) ∃y∀x x+ y = 7

(c) ∀x∀y x+ y = 7

(d) ∃x∃y x+ y = 7

(e) ∀x x−7 = 2

(f) ∀y ¬ y > 9

(g) ∀x∀y(x > y ∨ x ≤ y)
(h) ∃x(x > 9) ∧ ¬∀x(x−7 = 2)
(i) ∃y∀x(y > 9 ∧ x ≤ y)
(j) ∀x∀y(x−7 = 2 ∧ y > 9 → x ≤ y)

11. Ispitajte istinitost sljedećih rečenica redom u skupu prirodnih brojeva
N, u skupu cijelih brojeva Z, skupu racionalnih brojeva Q, skupu
realnih brojeva R i skupu kompleksnih brojeva C

(a) ∃x x2 = 2

(b) ∀x∃y x2 = y

(c) ∀y∃x x2 = y

(d) ∀x(x ≠ 0 → ∃y xy = 1)
(e) ∃x∃y (x+2y = 2)∧(2x+4y = 5)

12. Ispitajte istinitost sljedećih rečenica

(a) ∀x∀y(xR y)
(b) ∀x∃y(xR y)
(c) ∃x∀y(xR y)
(d) ∃x∀y(x = y ∨ xR y)
(e) ∀x∃y(xR y ∧ ¬∃z(xRz ∧ zR y))

1. u skupu prirodnih brojeva N gdje R znači <, 2. u skupu prirodnih
brojeva N gdje R znači >, 3. u skupu racionalnih brojeva Q gdje R
znači <, 4. u skupu realnih brojeva R gdje xR y znači x = y2, 5. u skupu
ljudi gdje R znači ’biti otac od’, 6. u skupu ljudi gdje xR y znači ’x voli
y’.
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13. Prevedite sljedeće rečenice o realnim brojevima u prirodan jezik i
ispitajte njihovu istinitost.

(a) ∃x∀y x ⋅ y = 0

(b) ∀x∃y x+ y = 0

(c) ∃x∃y (x+ y = 2 ∧ x− y = 0)
(d) ∀x x2 > x

(e) ∃x x2 < x

(f) ∃x∃y(x ≠ y ∧ x2 = 1 ∧ y2 = 1)
(g) ∃x∃y(x ≠ y ∧ x2 = 1 ∧ y2 = 1 ∧ ∀z(z ≠ x ∧ z ≠ y → z2 ≠ 1))

14. Prevedite u logički jezik sljedeće (istinite) tvrdnje o realnim brojevima

(a) Jednadžba x2+1 = 0 nema rješenje

(b) Ne postoji najveći broj

(c) Kvadrat broja većeg od jedan je veći od tog broja

(d) umnožak dva negativna broja je pozitivan broj

15. Na skupu svih ljudi uvedimo predikate I(x) ≡ x se služi Internetom, te
S(x, y) ≡ x i y su skypali (komunicirali programom Skype). Prevedite
u logički jezik sljedeće tvrdnje

(a) Ivo se ne služi Internetom

(b) Marko nije skypao s Vedranom

(c) Svi se služe Internetom

(d) Nitko ne skypa s Ivom

(e) Tko se ne služi Internetom ne može skypati

(f) Postoje korisnici Interneta koji nisu nikad skypali

16. Na skupu svih životinja uvedimo predikate M(x) ≡ x je magarac, i
S(x) ≡ x je siv. Prevedite u logički jezik sljedeće tvrdnje

(a) Magarci su sivi

(b) Neki magarci nisu sivi

(c) Neki sivi nisu magarci
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(d) Nema nesivih magaraca

(e) Nema više magaraca

(f) Magarci su magarci

(g) Nesivi nemagarci ne postoje.

(h) Postoje barem dva magarca

17. Na skupu svih ljudi uvedimo predikat xP y ≡ x poštuje y. Prevedite u
logički jezik sljedeće tvrdnje

(a) Svatko nekog poštuje

(b) Svatko je poštovan

(c) Postoji netko koga svi poštuju

(d) Postoji netko tko sve poštuje

(e) Nitko nikog ne poštuje.

(f) Tko sebe ne poštuje ni drugi ga ne poštuje

Logički pojmovi i stabla opovrgavanja

18. Nad̄ite rečenice koje su logički ekvivalentne negacijama sljedećih
rečenica i kod kojih je negacija na atomarnim rečenicama

(a) ∃x∃y P(x, y)
(b) ∃y(Q(y) ∧ ∀x¬R(x, y))
(c) ∃y(∃x R(x, y) ∨ ∀x S(x, y))
(d) ∃y(∀x∃z T(x, y, z) ∨ ∃x∀z U(x, y, z))
(e) ∃x∃y ¬P(x, y) ∧ ∀x∀y Q(x, y)
(f) ∀x(¬∃y∀z P(x, y, z) → ∃z∀y P(x, y, z)

19. Pomoću stabala opovrgavanja ispitajte istinitost sljedećih tvrdnji

(a) ∀x P(x)→∀x Q(x) ⊧ ∀x(P(x)→Q(x))
(b) ∀x P(x) ∨ ∀x Q(x) ⊧ ∀x(P(x)∨Q(x))
(c) ∀x(A(x)→B(x)), ¬∃x B(x) ⊧ ¬∃x A(x)
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(d) ∀x(A(x)→B(x)), ∃x B(x) ⊧ ∃x A(x)
(e) ¬a = b, ¬b = c ⊧ ¬a = c

(f) ⊧ x = x

(g) x = y ⊧ y = x

(h) x = y, ϕ(x) ⊧ ϕ(y)
(i) ⊧ ¬(∃x A(x) ∧ ∀x¬A(x))

20. Pomoću stabala opovrgavanja ispitajte koja je od sljedećih tvrdnji
istinita

(a) ∀x(A(x)∨B(x)), ¬A(a) ⊧ B(a)
(b) ¬A(a) ⊧ ¬∀x(A(x)∧B(x))
(c) ∃x A(x) ∧ ∃x B(x) ⊧ ∃x(A(x)∧B(x))
(d) ∀x(A(x)→B(x)) ⊧ ∃x A(x) → ∃x B(x)
(e) ∃x A(x) → ∃x B(x) ⊧ ∀x(A(x)→B(x))
(f) ¬∃x(A(x)∧B(x)) ⊧ ∀x(¬A(x)∨¬B(x))
(g) ∀x∀y(A(x, y)→¬A(y, x)) ⊧ ¬∃x A(x, x)
(h) ∃x∃y L(x, y) ⊧ ∃x L(x, x)
(i) ∀x∀y(xR y↔ x = y) ⊧ ∀x xRx

(j) ∀x∀y(xR y→ x = y) ⊧ ∃x xRx

(k) ⊧ ∀x(A(x)↔∀y(x = y→ A(y)))
(l) A(a) ∧ a ≠ b ⊧ ¬A(b)

Prevod̄enje i argumentiranje

21. Prevedite sljedeće argumentiranje u jezik predikata i provjerite nje-
govu ispravnost.

(a) Postoje sisavci koji imaju dvije noge. Svi sisavci su životinje.
Dakle, postoje životinje koje imaju dvije noge.

(b) Postoje životinje koje imaju dvije noge. Svi sisavci su životinje.
Dakle, postoje sisavci koji imaju dvije noge.
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(c) Sve papige vole voće. Moj ljubimac Eustahije nije papiga. Dakle,
moj ljubimac Eustahije ne voli voće.

(d) Sve papige vole voće. Moj ljubimac Eustahije ne voli voće. Dakle,
moj ljubimac Eustahije nije papiga.

(e) Netko na našem veleučilištu voli ptice. Svatko tko voli ljude voli
i ptice. Dakle, netko na našem veleučilištu voli ljude.

(f) Netko na našem veleučilištu voli ptice. Svatko tko ne voli ljude
ne voli ni ptice. Dakle, netko na našem veleučilištu voli ljude.

(g) Svi računarci su bogati ili loše jedu. Nijedan računarac ne jede
loše. Dakle, svi računarci su bogati.

(h) Svi problemi su teški i frustrirajući. Neki problemi su zanimljivi.
Dakle, neki problemi su zanimljivi i frustrirajući

(i) Svi ljudi sa osjećajem za drugog su dobri. Neki ljudi koji nisu
dobri su ubojice. Dakle, neki ljudi bez osjećaja su ubojice.

(j) Ako itko može naučiti logiku ti možeš. Svatko tko može naučiti
matematiku može naučiti i logiku. Ja mogu naučiti matematiku.
Dakle, ti možeš naučiti logiku.

Prirodna dedukcija

22. Dokažite sljedeće:

(a) ¬∃x F(x) ⊧ ∀x¬F(x)
(b) ∀x¬F(x) ⊧ ¬∃x F(x)
(c) ∀x(F(x)∧G(x)) ⊧ ∀x F(x) ∧ ∀x G(x)
(d) ∀x F(x)→∀x G(x), ¬G(x) ⊧ ¬∀x F(x)
(e) ∃x(F(x)∨G(x)) ⊧ ∃x F(x) ∨ ∃x G(x)
(f) ∀x∀y(F(x, y)→¬F(y, x)) ⊧ ∀x¬F(x, x)
(g) ⊧ ∃x x = a

Rješenja

1. (a) da
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(b) ne

(c) da

(d) ne

2. (a) (x+(y ⋅1))
(b) (∀x(∀y(∀z((x < y)∧(y < z)→ (x < z)))))

3. (a) ◻(x◊y) =◻(b◊c) =◻a = b

(b) ◻x ◊ ◻ y =◻b ◊ ◻ c = a◊c = b

(c) ◻(◻(a◊y)◊ ◻ (b◊x)) = ◻(◻(a◊c)◊ ◻ (b◊b)) = ◻(◻b◊ ◻ c) =
◻(a◊c) =◻b = a

(i) da (ii) da (iii) ne (iv) ne, za x = c

4. (a) da, x = 3

(b) da, x = 3

(c) da, za x = 1 i x = 2 je istinito jer je tada F(x) istinito, a za x = 3 je
istinito jer je tada ∃y(xR y) lažno

5. (a) ne (b) da (c) ne jer g nije ni trokut ni kvadrat (d) da
(e) ne (f) da
(g) da (h) ne, za x = a (i) da (j) ne, za y = a

6. (a) ne (b) ne, d je i italic i potcrtan (c) ne (d) da, to je f
(e) ne
(f) da, npr E i F (g) ne (h) da (i) da (j) ne

7. (a) ne (b) da, npr. x = 2 (c) da (d) da (e) da (f) da,
x = 3 (g) da (h) da (i) da (j) da (k) ne

8. (a) Rečenica kaže da postoji prijelaz iz početnog stanja u neko
drugo stanje i istinita je u našem modelu jer se iz inicijalnog
stanja može prijeći čak u sva druga stanja (dakle istina je i da
∀y R(i, y)).

(b) Rečenica kaže da i nije završno stanje. Iz tablice tog predikata
vidimo da je to istina.

(c) Rečenica kaže da se iz svakog stanja može prijeći u najviše jedno
stanje. To nije istina jer se iz stanja a može preći u čak 3 stanja.
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(d) Rečenica kaže da se iz svakog stanja može priječi u neko stanje.
Iz tablice za predikat R vidimo da je to istina.

9. (a) Dodavanje stringu praznog stringa s bilo koje strane ne mijenja
taj string - to je istinita tvrdnja..

(b) Nije važan redoslijed kojim spajamo dva stringa - to je lažna
tvrdnja. Npr. 00 ⋅11 = 0011 dok je 11 ⋅00 = 1100.

(c) Svejedno je hoćemo li spoju prva dva stringa dodati treći ili ćemo
prvom stringu dodati spoj drugog i trećeg - to je istinita tvrdnja

(d) Ako su stringovi jedan drugom prefiksi tad su oni jednaki - to je
istinita tvrdnja.

(e) Ako je jedan string prefiks drugog a drugi prefiks trećeg tad je i
prvi prefiks trećeg - to je istinita tvrdnja

(f) Postoji string koji je prefiks svih stringova - da, to je prazan
string e

(g) Od dva stringa uvijek je jedan prefiks drugog - to nije istina. Npr.
nijedan od stringova 000 i 111 nije prefiks drugog.

(h) Ako je prvi string prefiks drugom i oboma dodamo (zdesna) isti
string tad je prvi opet prefiks drugog - to je istinita tvrdnja.

10. (a) da, y = 7− x (b) ne (c) ne (d) da (e) da, x = 9 (f) ne, npr. za
y = 10 (g) da (h) da (i) ne (j) da

11. N Z Q R C
a) 0 0 0 1 (x =

√
2) 1

b) 1 1 1 1 1
c) 0 0 0 0 (ne za y < 0) 1
d) 0 0 1 1 (y = 1/x) 1
e) 0 0 0 0 0

12. 1. 2. 3. 4. 5. 6.
a) 0 0 0 0 0 0
b) 1 0 1 0 0 0
c) 0 0 0 0 0 0
d) 1 0 0 0 0 0
e) 1 0 0 0 0 0

13. (a) Postoji broj koji pomnožen sa bilo kojim brojem daje nzulu - da,
to je 0.
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(b) Za svaki broj postoji broj koji s njime zbrojen daje nulu - da, to je
njemu suprotan broj.

(c) Sustav jednadžbi x+y = 2, x−y = 0 ima rješenje - da, to je par (1,1).

(d) Svaki broj je manji od svog kvadrata - ne, npr. 0.1.

(e) Postoji broj kojem je kvadrat manji od njega - da, npr. 0.1.

(f) Postoje dva rješenja jednadžbe x2 = 1.

(g) Postoje točno dva rješenja jednadžbe x2 = 1.

14. (a) ¬∃x(x2+1 = 0)
(b) ∀x∃y x < y

(c) ∀x(x > 1 → x2 > x)
(d) ∀x∀y(x < 0 ∧ y < 0 → x ⋅ y > 0)

15. (a) I(Ivo)
(b) ¬S(Marko, Vedran)
(c) ∀x I(x)
(d) ∀x¬S(x, Ivo)
(e) ∀x(¬I(x)→∀y¬S(x, y))
(f) ∃x(I(x) ∧ ∀y¬S(x, y))

16. (a) ∀x(M(x)→ S(x))
(b) ∃x(M(x)∧¬S(x))
(c) ∃x(S(x)∧¬M(x))
(d) ¬∃x(M(x)∧¬S(x))
(e) ¬∃x M(x)
(f) ∀x(M(x)→M(x))
(g) ¬∃x(¬S(x)∧¬M(x))
(h) ∃x∃y(x ≠ y ∧ M(x) ∧ M(y))

17. (a) ∀x∃y xP y

(b) ∀y∃x xP y

(c) ∃y∀x xP y

(d) ∃x∀y xP y
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(e) ∀x∀y ¬xP y

(f) ∀x(¬xPx → ∀y ¬yPx)

18. (a) ∀x∀y¬P(x, y)

(b) ∀y(¬Q(y) ∨ ∃x R(x, y))

(c) ∀y(∀x¬R(x, y) ∧ ∃x¬S(x, y))

(d) ∀y(∃x∀z¬T(x, y, z) ∧ ∀x∃z¬U(x, y, z))

(e) ∀x∀y P(x, y) ∨ ∃x∃y¬Q(x, y)

(f) ∃x(∀y∃z¬P(x, y, z) ∧ ∀z∃y¬P(x, y, z))

19. (a) NE ✓ 3. T ∀x P(x)→∀x Q(x)
✓ 1. F ∀x(P(x)→Q(x))
✓ 2. (1) F P(a)→Q(a)

(2) T P(a)
(2) F Q(a)

✓ 4. (3) F ∀x P(x)
(4) F P(b)

5. (3) T ∀x Q(x)
(5) T Q(a)

X

(b) DA ✓ 3. T ∀x P(x)∨∀x Q(x)
✓ 1. F ∀x(P(x)∨Q(x))
✓ 2. (1) F P(a)∨Q(a)

(2) F P(a)
(2) F Q(a)

✓ 4. (3) T ∀x P(x)
(4) T P(a)

X

5. (3) T ∀x Q(x)
(5) T Q(a)

X
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(c) DA 5. T ∀x(A(x)→B(x))
✓ 1. T ¬∃x B(x)
✓ 2. F ¬∃x A(x)
4. (1) F ∃x B(x)

✓ 3. (2) T ∃x A(x)
(3) T A(a)
(4) F B(a)

✓ 6. (5) T A(a)→B(a)

(6) F A(a)
X

(6) T B(a)
X

(d) NE 3. T ∀x(A(x)→B(x))
✓ 1. T ∃x B(x)

2. F ∃x A(x)
(1) T B(a)
(2) F A(a)

✓ 4. (3) T A(a)→B(a)

(4) F A(a) (4) T B(a)

(e) NE ✓ 1. T ¬ a = b
✓ 2. T ¬ b = c
✓ 3. F ¬ a = c
4. (1) F a = b
5. (2) F b = c

5. 4. (3) T a = c
(4) F c = b
(5) F b = a

(f) DA F x = x
X

(g) DA 1. T x = y
1. F y = x
(1) F x = x

X
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(h) DA 1. T x = y
1. T ϕ(x)

F ϕ(y)
(1) T ϕ(y)

X

(i) DA ✓ 1. F ¬(∃x A(x) ∧ ∀x¬A(x))
✓ 2. T ∃x A(x) ∧ ∀x¬A(x)

✓ 3. T ∃x A(x)
4. (2) T ∀x¬A(x)

(3) T A(a)
✓ 5. (4) T ¬A(a)

(5) F A(a)
X

20. (a) da (b) da (c) ne (d) da (e) ne (f) da (g) da
(h) ne (i) da (j) ne (k) da (l) ne

21. (a) D(x) ≡ x ima dvije noge
S(x) ≡ x je sisavac
Ž(x) ≡ x je životinja

∃x(S(x)∧D(x)), ∀x(S(x)→Ž(x)) ⊧ ∃x(Ž(x)∧D(x))?

T ∃x(S(x)∧D(x))
T ∀x(S(x)→Ž(x))
F ∃x(Ž(x)∧D(x))
✓ T S(a)∧D(a)
✓ T S(a)→Ž(a)
✓ F Ž(a)∧D(a)

T S(a)
T D(a)

F S(a)
X

T Ž(a)

F Ž(a)
X

F D(a)
X

Dakle, argumentacija je ispravna.
(b) ne
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(c) P(x) ≡ x je papiga
V(x) ≡ x voli voće
E ≡ eustahije

∀x(P(x)→V(x)), ¬P(E) ⊧ ¬V(E)?

T ∀x(P(x)→V(x))
✓ T ¬P(E)
✓ F ¬V(E)

F P(E)
T V(E)

T P(E)→V(E)

F P(E) T V(E)

Dakle, argument nije ispravan.

(d) da

(e) V(x) ≡ x je na našem veleučilištu
P(x) ≡ x voli ptice
L j(x) ≡ x voli ljude

∃x(V(x)∧P(x)), ∀x(L j(x)→ P(x)) ⊧ ∃x(V(x)∧L j(x))?

✓ T ∃x(V(x)∧P(x))
T ∀x(L j(x)→ P(x))
F ∃x(V(x)∧L j(x))

T V(a)∧P(a)
T V(a)
T P(a)

✓ F V(a)∧L j(a)

F V(a)
X

F L j(a)

✓ T L j(a)→ P(a)

F L j(a) T P(a)

Dakle, argument nije ispravan.
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(f) da

(g) da

(h) da

(i) da

22. (a) 1. ¬∃x F(x) (A)
2. ÐÐÐÐ→ x
3. ←ÐÐÐÐ¬F(x) (1 dokazano u primjeru na strani 198)
4. ∀x ¬F(x) (2-3 Intro ∀)

(b) 1. ∀x ¬F(x) (A)
2. ÐÐÐÐ→ ∃x F(x) (A)
3. ÐÐÐÐ→ c ∶ F(c) (A)
4. ¬F(c) (1 Elim ∀)
5. ←ÐÐÐÐ F(c)∧¬F(c) (3, 4 Intro ∧)
6. ←ÐÐÐÐ F(c)∧¬F(c) (2, 3-5 Elim ∃)
7. ¬∃x F(x) (2-6 Intro ¬)

(c) 1. ∀x F(x)∧G(x) (A)
2. ÐÐÐÐ→ x
3. F(x)∧G(x) (1 Elim ∀)
4. ←ÐÐÐÐ F(x) (3 Elim ∧)
5. ∀x F(x) (2-4 Intro ∀)
6. ÐÐÐÐ→ x
7. F(x)∧G(x) (1 Elim ∀)
8. ←ÐÐÐÐG(x) (7 Elim ∧)
9. ∀x G(x) (6-8 Intro ∀)

10. ∀x F(x) ∧ ∀x G(x) (5, 9 Intro ∀)

(d) 1. ∀x F(x)→G(x) (A)
2. ¬G(a) (A)
3. ÐÐÐÐ→∀x F(x)
4. ∀x G(x) (1, 3 Elim →)
5. G(a) (4 Elim ∀)
6. ←ÐÐÐÐG(a)∧¬G(a) (2, 5 Intro ∧)
7. ¬∀x F(x) (3-6 Intro ¬)
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(e) 1. ∃x(F(x)∨G(x)) (A)
2. ÐÐÐÐ→C ∶ F(C)∨G(C)
3. ÐÐÐÐ→ F(C) (A)
4. ∃x F(x) (3 Intro ∃)
5. ←ÐÐÐÐ ∃x F(x) ∨ ∃x G(x) (4 Intro ∨)
6. ÐÐÐÐ→G(C) (A)
7. ∃x G(x) (6 Intro ∃)
8. ←ÐÐÐÐ ∃x F(x) ∨ ∃x G(x) (7 Intro ∨)
9. ←ÐÐÐÐ ∃x F(x) ∨ ∃x G(x) (2, 3-5, 6-8 Elim ∨)

10. ∃x F(x) ∨ ∃x G(x) (1, 2-9 Elim ∃)

(f) 1. ∀x∀y(F(x, y)→¬F(y, x)) (A)
2. ÐÐÐÐ→ a
3. ÐÐÐÐ→ F(a,a) (A)
4. F(a,a)→¬F(a,a) (1 Elim ∀)
5. ¬F(a,a) (3, 4 Elim →)
6. ←ÐÐÐÐ F(a,a)∧¬F(a,a) (3, 5 Intro ∧)
7. ←ÐÐÐÐ¬F(a,a) (3-6 Intro ¬)
8. ∀x ¬F(x, x) (2-7 Intro ∀)

(g) 1. a = a (Intro =)
2. ∃x(x = a) (Intro ∃)
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4
Skupovi

Za svaku zamisao postoji logički jezik u kojem je možemo izraziti.
Već smo vidjeli da taj postupak vodi preciziranju same zamisli i njenom
efikasnom razvijanju. Med̄utim, imati za svaku zamisao poseban jezik nije
ni konceptualno ni praktično ugodno. Konceptualno gledano takav pristup
ne odražava koherentnost i jedinstvenost ljudske misli. Praktično gledano,
svaki put kad bismo objedinjavali razne zamisli morali bismo objedinjavati
i jezike, i tako, umjesto da se koncentriramo na same zamisli, stalno bismo
se nepotrebno opterećivali raznim jezičnim detaljima. Alternativa je puno
primamljivija, imati jedan univerzalan jezik u kojem možemo izraziti i
povezati sve zamisli. Danas takav univerzalni jezik postoji, mada nije u
svim elementima idealan. To je jezik skupova. Naime, kad u logičkom
jeziku izražavamo neku zamisao tad nad skupom objekata koji su predmet
te zamisli (domenom interpretacije jezika) izdvajamo neke objekte, funkcije
i relacije koje izražavamo imenima, funkcijskim i relacijskim simbolima
jezika. Same izdvojene objekte možemo razumjeti kao konstantne funkcije
(svakom objektu domene zamisli pridružimo taj izdvojeni objekt). Poslije
ćemo vidjeti da funkcije možemo modelirati relacijama a relacije skupovima.
Tako se u toj analizi pojmova pojam skupa javlja osnovnim pojmom. U ovom
poglavlju ćemo razviti jezik skupova i donekle teoriju skupova u kojima

241
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se prirodno, duž prethodno naznačenih crta, mogu modelirati gotovo sve
zamisli.

4.1 Pojam skupa

Pojam skupa je s jedne strane jednostavan a s druge veoma suptilan
pojam, što je i za očekivati za tako temeljan pojam. Pošto je pojam skupa
osnovni pojam njega ne možemo definirati pomoću drugih pojmova već samo
razviti odred̄enu intuiciju, odnosno zamisao o njemu. Jezično gledano,
domenu interpretacije jezika tvore svi skupovi i nad njom nemamo potpunu
kontrolu. Skupove u osnovi odred̄uje naša zamisao o njima, a zamisao
ćemo u jeziku izraziti mnoštvom rečenica za koje smatramo da su istinite u
toj interpretaciji. One će tvoriti aksiome teorije skupova koji u konačnom
efektu preciziraju zamisao o skupovima. Mi ćemo tu zamisao tek u jednom
dijelu precizirati, u onoj mjeri koja je dovoljna za praktičnu upotrebu.

Uvijek kada govorimo o nekim predmetima prirodno se nametne i
razgovor o skupovima tih predmeta. Kada govorimo o brojevima govorimo
npr. o skupu svih djelitelja broja 6, o skupu svih brojeva većih od 1, o
skupu rješenja kvadratne jednadžbe, itd. Ma koje predmete uzeli, možemo
zamisliti i skup koji sadrži upravo te predmete. Npr. od brojeva 1, 2 i 3
možemo "napraviti" skup S = {1,2,3} kojem pripadaju brojevi 1, 2 i 3, i
ništa drugo. Da 1 pripada tom skupu označavamo 1 ∈ S ("1 je element od
S”), a da 4 ne pripada tom skupu označavamo 4 ∉ S ("4 nije element od S”).
Tako je osnovna operacija operacija sakupljanja objekata u skupove

a1,a2,a3, ...,an, ...→ {a1,a2,a3, ...,an, ...}

a osnovna relacija je relacija pripadnosti objekta x skupu S:

x ∈ S.

Kad skup ima konačno objekata a1,a2,a3, ...,an, tad ga možemo opisati
tako da u vitičaste zagrade stavimo objekte koji mu pripadaju: {a1,a2,-
a3, ...,an}. Kažemo da smo skup zadali nabrajanjem njegovih elemenata.
Med̄utim, brojeve koji pripadaju skupu S = {1,2,3} možemo i ovako opisati:
to su svi brojevi koji zadovoljavaju uvjet
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0 < x < 4 i x je prirodan broj

Tako i skup možemo drugačije opisati, ne nabrajanjem već navod̄enjem
uvjeta kojeg upravo njegovi elementi zadovoljavaju. U našem slučaju skup
S možemo ovako opisati:

"S je skup svih x takvih da je 0 < x < 4 i x je prirodan broj”.

To simboliziramo sljedećim zapisom:

S = {x∣0 < x < 4 i x je prirodan broj}

To je osnovni princip izgradnje skupova - princip apstrakcije ili kompre-
henzije:

Sa svakim uvjetom U(x) povezan je skup svih predmeta koji ispunjavaju
taj uvjet. Taj skup bilježimo {x∣U(x)} (čitamo «skup svih x takvih da je
U(x)») i za njega vrijedi

a ∈ {x∣U(x)}↔U(a)

Tako npr. da bismo ispitali pripada li broj 333333323 skupu {x∣x je neparan
prirodan broj} trebamo ispitati je li on neparan prirodan broj. Pošto mu je
zadnja znamenka neparna on jeste neparan prirodan broj pa pripada tom
skupu.

Ovaj princip apstrakcije je realizacija općeg principa Fregeove apstrak-
cije kojeg smo već upoznali u logici i po kojem se zadržavamo samo na
jednom svojstvu objekta, u ovom slučaju ispunjivosti predikata na datom
objektu, a ostalo zanemarujemo. Time možda nešto i gubimo, ali dobivamo
na jednostavnosti, što je u zasnivanju znanja jako bitno.

Princip komprehenzije osigurava i postojanje {x∣x ≠ x}. Pošto uvjet x ≠ x
nikad nije ispunjen tom skupu ne pripada nijedan element, pa ga nazivamo
prazan skup i označavamo s {} ili ∅.

Razmotrimo sljedeće skupove:

A = {x∣x je cijeli broj takav da je x2 = 1}

B = {x∣x je cijeli broj takav da x dijeli 1}
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Mada su ovi skupovi zadani različitim uvjetima (različite su procedure
ispitivanja ispunjava li neki objekt uvjet) isti objekti zadovoljavaju oba
uvjeta (tad kažemo da su uvjeti ekvivalentni): to su brojevi 1 i -1. Zato
smatramo da su to jednaki skupovi

{x∣x je cijeli broj takav da je x2 = 1} = {x∣x je cijeli broj takav da x dijeli
1}= {1,−1}

Isto tako su jednaki i skupovi {1,2}, {2,1}, {1,1,2} i {1,1+ 1} jer im
pripadaju isti objekti, 1 i 2, bez obzira u kojem su poretku oni navedeni,
ima li ponavljanja i kako su opisani.

To je osnovni princip izgrad̄enog skupa - princip ekstenzionalnosti

Skupovi su jednaki kad su im elementi jednaki

A =B↔∀x(x ∈ A↔ x ∈B)

To je realizacija istog onog principa ekstenzionalnosti koji smo susreli i u
logici, po kojem nam je u osnovnom pristupu bitan samo učinak ali ne i
kako se taj učinak ostvari.

Iz ova dva principa se može izvesti gotovo cijela suvremena matematika.
Naizgled se čini nemogućim da iz jednostavne ideje skupa kao objekta
kojem nešto pripada a nešto ne pripada možemo izvesti cijelu matematiku:
prirodne brojeve, realne brojeve, Euklidsku geometriju,teoriju deriviranja
i integriranja funkcija itd. Bogatstvo teorije skupova leži u principu
iteracije operacije sakupljanja objekata u skupove. Naime, kad od nekih
objekata izgradimo skupove, oni su objekti za izgradnju novih skupova.
Počevši od praznog skupa ∅ možemo izgraditi skup koji ima prazan skup
za element, {∅}. Sad od ova dva objekta možemo izgrad̄ivati nove skupove:
{{∅}} i {{∅},∅}. Od ova 4 skupa možemo izgrad̄ivati nove skupove. Jedan
od njih je npr. {∅,{∅},{{∅}},{{∅},∅}}. Ukupno ćemo dobiti 16 skupova od
kojih istim ovim postupkom možemo dobiti (uključujući i njih) 216 = 65536
skupova. Od ovih pak skupova možemo dobiti 265536 skupova! Zamislite
broj koji iza 1 ima oko 20 000 znamenaka. To je otprilike toliko skupova.
Usporedbe radi, procijenjeni broj protona u svemiru je 1080, dakle broj koji
nakon jedinice ima 80 nula. A da ne govorimo koliko bismo skupova dobili
u sljedećem koraku iteracije. I ne samo to. Možemo pokazati i postojanje
beskonačnih skupova, kao što je npr. skup prirodnih brojeva, štoviše i
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skupova koji u točno odred̄enom smislu imaju još veću beskonačnost. To
ćemo poslije i pokazati (4.4.3)

No prije toga moramo riješiti problem koji se krije u samoj osnovi ove
zamisli o skupovima. Ona je kontradiktorna! To je najgore što se jednoj
teoriji može desiti, jer iz kontradiktorne teorije možemo sve izvesti. Gledano
preko interpretacije jezika, to znači da ne postoji interpretacija u kojoj je
ona istinita. Problem je u aksiomu komprehenzije. On je naprosto prejak.
Omogućava nam da postavimo bilo kakav uvjet na domenu svih skupova, da
bismo identificirali neki skup. To identificiranje jednog skupa na osnovi svih
skupova može voditi kontradikciji. Evo klasičnog primjera koji je po svom
autoru dobio naziv Russellov paradoks. Promotrimo skup svih skupova
koji nisu sebi elementi:

R = {x∣x ∉ x}

Po principu komprehenzije objekt pripada tom skupu upravo onda kad nije
sam sebi element:

a ∈R↔ a ∉ a

Je li skup R sebi element?:

R ∈R↔R ∉R

A to je kontradikcija, logička laž.

Prije nego potražimo izlaz pogledajmo ukratko poučnu povijest ovog
problema. U 19. stoljeću, pojavom neobičnih algebri (npr. Boolova algebra
ili algebra matrica) i neobičnih geometrija (npr. neeuklidske geometrije
u kojoj ne vrijedi aksiom o paralelama), te pojavom nedovoljno preciznih
postupaka u analizi funkcija (npr. nije postojala dovoljno precizna definicija
pojma realnog broja ili pak limesa, derivacije i integrala) jačao je pokret
zasnivanja matematike na čvrstim osnovama. Jedan od sudionika tog
pokreta je bio i tvorac teorije skupova Georg Cantor (1845. - 1918.). Baveći
se jednim veoma praktičnim problemom iz analize (pitanjem konvergencije
Fourierovih redova) razvio je teoriju skupova. Teorija je izazvala negativnu
reakciju mnogih poznatih matematičara, čak i filozofa i teologa, jer ne samo
da je dozvoljavala beskonačne skupove već ih je tretirala na isti način kao i
konačne.
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Leopold Kronecker (1823 - 1891) "Cantor kvari našu
omladinu”

Ali teorija se pokazala veoma uspješnom i matema-
tička zajednica ju je postepeno prihvatila kao teoriju
na kojoj je prirodno zasnovati cjelokupnu matematiku.
Med̄utim, u naprednijim dijelovima teorije znale su se
pojaviti kontradikcije. U početku to nikoga nije naročito

zabrinjavalo jer se vjerovalo da će preciziranjem teorije te kontradikcije
nestati. Sam Cantor je bio posve svjestan da se princip komprehenzije ne
može neograničeno koristiti. To je bilo ugrad̄eno u samoj njegovoj zamisli o
skupu:

Georg Cantor (1845 - 1891) "Skup je svako mnoštvo
koje može biti mišljeno kao jedno bez kontradikcije”

Gottlob Frege (1848 - 1925) je smatrao da se
cijela matematika može izvesti iz logike. Pošto je
logika neosporna, kad bi to pokazao, pokazao bi i da
je matematika neosporna. Takav pristup zasnivanju
matematike zove se logicizam. Da bi to ostvario prvo

je razvio logiku koja je u osnovi naša suvremena logika. Zato se njega i
smatra tvorcem suvremene logike. Tome je dodao i skupove koje je takod̄er
smatrao logičkim pojmom, a principe ekstenzionalnosti i komprehenzije je
smatrao logičkim istinama. Na tome je zasnovao cijelu teoriju brojeva u
dvotomnom djelu "Osnove aritmetike". Nakon dvadeset godina rada na
tom djelu, pri samom završetku drugog toma primio je pismo od Bertranda
Russella (1872 - 1970) u kojem ga on obavještava o kontradikciji koja ruši
cijelu njegovu teoriju. To je upravo kontadikcija koju smo prethodno izveli,
Russellov paradoks. Ona je definitivno pokazala da nešto nije u redu s
teorijom skupova. Reakcija matematičara je, općenito govoreći, bila da
teoriju skupova ipak treba sačuvati:

David Hilbert (1862-1943): "Nitko nas neće istjerati iz
Cantorova raja.”

David Hilbert je pokrenuo program zasnivanja
matematike, nazvan formalizam. Osnovna ideja je bila
svaku matematičku teoriju prikazati kao aksiomatski
sustav u odred̄enom logičkom jeziku tako da se samom
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konstruktivnom manipulacijom simbolima može doka-
zati njena konzistentnost. Nakon niza godina relativnog uspjeha na
jednostavnijim teorijama, Gödelovi rezultati, o kojim je već bilo riječi,
su pokazali da se ozbiljnije matematičke teorije ne mogu aksiomatizirati
(teorem nepotpunosti aritmetike) a za dokazati njihovu konzistentnost
potrebne so još složenije teorije čija konzistentnost je još upitnija (teorem
o nedokazivosti konzistentnosti aritmetike finitnim sredstvima). Time je
pokazano da formalizam ne može ostvariti svoj cilj.

Vrijedi još spomenuti i treći pokušaj spašavanja matematike. To
je intuicionizam, danas bismo rekli konstruktivizam čiji je pokretač
Jan Brouwer (1881 - 1966). Intuicionisti priznaju samo konstruktivnu
matematiku. Za njih tvrdnja da postoji objekt s nekim svojstvom ništa ne
znači dok se ne pokaže koji je to objekt. Inzistiranje na samo konstruk-
tivnim elementima zahtijevalo bi odbacivanje velikog dijela veoma plodne
matematike, kao što su npr. diferencijani i integralni račun, tako da takvo
spašavanje matematike u kojoj bi većina matematike bila odbačena nije
prihvaćeno ("operacija je uspjela, pacijent je umro"). Med̄utim, inzistiranje
na konstruktivnosti dalo je dodatnu dimenziju postojećoj matematici i
razvoju teorijskog računarstva.

Nijedan od tri pokreta spašavanja matematike, logicizam, formalizam i
intuicionizam, nisu spasili matematiku od moguće "katastrofe", ali su zato
dali novu matematiku, matematičku logiku, teoriju skupova, a poslije ćemo
vidjeti i teoriju algoritama, teorije koje tvore osnovu ne samo suvremene
matematike već i teorijskog računarstva.

Sad ćemo vidjeti kako je spašena teorija skupova. Suvremena zamisao
o skupu (koja nije i jedina) zasnovana je na principu iteracije. Po njemu
skupove gradimo od već izgrad̄enih skupova i nema drugih skupova pored
onih koji su na ovaj način nastali od praznog skupa, ili nekih objekata
koji nisu skupovi. Nama neće trebati drugi objekti osim skupova pa ćemo
ovu izgradnju započeti od praznog skupa. U ovakvoj zamisli o skupovima
postoji odred̄ena hijerarhija med̄u skupovima u smislu da su neki izgrad̄eni
prije drugih, pa nju još nazivamo kumulativnom hijerarhijom skupova.
Svaki skup je nastao nad nekom nivoom ove hijerarhije od već izgrad̄enih
skupova, dok kolekcije kojima se elementi nalaze izvan svakog nivoa ne
mogu biti skupovi:
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Sama ideja je neprecizna jer nije rečeno kako možemo "graditi" nove
skupove od već postojećih, odnosno kako možemo opisati nove skupove
pomoću već izgrad̄enih skupova. Ona se precizira tako da se točno navede
uz koja ograničenja se može koristiti princip apstrakcije. Postoji nekoliko
aksioma koji to opisuju, no njihovo razmatranje bi nas odvelo predaleko.
Aksomatsko zasnivanje teorije skupova možete naći u [End77]. Nama će
uglavnom trebati sljedeće ograničenje principa apstrakcije koje kaže da
bilo kojim uvjetom na objektima iz nekog već formiranog skupa možemo
odrediti novi skup. Pošto je taj skup podskup početnog skupa, ovaj aksiom
još zovemo i aksiom podskupa:

Za svaki skup S i uvjet U(x) na njegovim elementima postoji skup kojeg
bilježimo {x∣x ∈ S∧U(x)} i za kojeg vrijedi da je

a ∈ {x∣x ∈ S∧U(x)}↔ x ∈ S∧U(a)

Kad je iz konteksta jasno da su u pitanju objekti iz skupa S (skup S se
podrazumijeva) tad jednostavnije pišemo {x∣U(x)}.

Tako ćemo sva naša razmatranja o skupovima zasnovati uglav-
nom na aksiomu ekstenzionalnosti i aksiomu podskupa, a ponekad
i na principu iteracije, i to u slučajevima kad će njegova upotreba
biti, nadamo se, intuitivno prihvatljiva, kao što je recimo bila u izgradnji
konačnih skupova koja je opisana prije par odjeljaka. Kada nismo sigurni
da li skupovi koji ispunjavaju neki uvjet tvore skup, ili pak znamo da ne
tvore skup, tad ćemo neformalno govoriti o kolekciji ili klasi skupova.
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Na primjeru Russellova paradoksa ćemo pokazati kako se naša poprav-
ljena teorija skupova nosi s paradoksima. Pošto je svaki skup izgrad̄en
od već izgrad̄enih skupova on ne može biti sebi elementom. Dakle, svaki
skup zadovoljava uvjet x ∉ x. Drugim riječima, {x∣x ∉ x} bi trebao biti skup
svih skupova. Ali kolekciju koja sadrži sve skupove ne možemo izgraditi u
nijednom koraku kumulativne izgradnje skupova, pa ona nije skup.

U računalu se skupovi obično predstavljaju nizovima ili listama, mada
su oni u osnovi bogatije strukture jer sadrže i odred̄eni ured̄aj med̄u
sakupljenim podacima. Npr. skup koji sadrži mamu M, tatu T, baku B
i psa P bit će predstavljen nizom

N[1] = M, N[2] =T, N[3] =B, N[4] = P

odnosno listom

M T B P NIL

4.2 Osnovni odnosi i operacije sa skupovima

4.2.1 Pripadnost i podskup

Kao što je već rečeno, osnovna relacija med̄u skupovima je pripadnost
objekta skupu.

Primjer 4.2.1. Ispitajmo istinitost sljedećih tvrdnji:

a) 1 ∈ {1−1,1+1}

b) 3 ∈ {x∣x2− x+1 < 0}

c) {∅} ∈ {∅}

d) ∅ ∈ {{∅}}
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e) {∅} ∈ {{∅,{∅}},∅}

f) {{∅},∅} ∈ {{∅,{∅}},{∅}}

Rješenje: Za ispitivanje pripadnosti nekog objekta skupu koji je opisan
nabrajanjem elemenata važno je uočiti da su takvom skupu elementi objekti
koji su unutar vitičastih zagrada razdvojeni zarezom, ma kako njihov opis
bio kompliciran:

{ , , , . . .}
↑ ↑ ↑

elementi skupa

a) {1−1,1+1} = {0,2}, pa njemu ne pripada 1.

b) Tvrdnja 32−3+1 < 0 je lažna, pa 3 ne pripada navedenom skupu.

c) Skup {∅} ima za element samo skup ∅, pa njemu ne pripada skup {∅}.

d) Skup {{∅}} ima za element samo skup {∅} pa mu nije element skup ∅.

e) Elementi ovog skupa su skupovi {∅,{∅}} i ∅ pa mu nije element skup
{∅}.

f) Elementi ovog skupa su skupovi {∅,{∅}} i {∅} pa mu ovaj skup jeste
element jer je {{∅},∅} = {∅,{∅}}.

Y

Kažemo da je skup A podskup skupa B i pišemo A ⊆ B ako je svaki
element skupa A ujedno i element skupa B:

A ⊆B↔∀x (x ∈ A→ x ∈B)
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B

A

Ako se pri tome desi da skup B ima još elemenata pored onih koji pripadaju
skupu A tad kažemo da je A pravi podskup skupa B i pišemo A ⊂B:

A ⊂B↔ A ⊆B∧A ≠B

Tako je npr. {1,2,3} ⊆ {1,2,3} ⊆ {1,2,3,4}, ali {1,2,3} ⊄ {1,2,3} ⊂ {1,2,3,4}.

Primjer 4.2.2. Ispitajmo istinitost sljedećih tvrdnji:

a) {1−2,1+2} ⊆ {−1,0,1,2,3}

b) {x∣x2 = 1} ⊆ {x∣x > 0}

c) {x∣x2+ x > 3} ⊆ {x∣x2+ x > 2}

d) {∅} ⊆ {{∅}}

e) {∅} ⊆ {∅,{∅}}

f) {∅,{∅}} ⊆ {{∅},{∅,{∅}}}

Rješenje: Kao i kod ispitivanja pripadnosti objekta skupu tako i kod
ispitivanja je li jedan skup podskup drugom važno je identificirati elemente
tih skupova.

a) Istina je, jer skup {1−2,1+2} ima elemente -1 i 3 koji pripadaju skupu
{−1,0,1,2,3}.

b) Nije istina jer broj −
√

13 pripada prvom skupu, a ne pripada drugom
skupu.
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c) Sad trebamo pokazati da li svaki broj koji ispunjava uvjet x2 + x > 3
ispunjava i uvjet x2 + x > 2. A to je istina, jer ako je nešto veće od 3
veće je i od 2.

d) Nije istina, jer skup {∅} ima za element prazan skup ∅ koji ne pripada
skupu {{∅}}.

e) Istina je, jer skup {∅} ima za element prazan skup ∅ koji pripada skupu
{∅,{∅}}.

f) Nije istina, jer ∅ pripada prvom skupu, a ne pripada drugom skupu.

Y

Primjer 4.2.3. Dokažimo da za sve skupove A, B i C vrijede sljedeće tvrdnje

a) ∅ ⊆ A

b) A ⊆ A

c) A ⊆B∧B ⊆ A→ A =B

d) A ⊆B∧B ⊆C→ A ⊆C

Rješenje: a) Ova tvrdnja kaže da je prazan skup podskup svakog skupa,
tj. da sve što pripada praznom skupu pripada i svakom drugom skupu.
To se nekom može činiti neobičnim jer praznom skupu ništa ne pripada.
Med̄utim, po definiciji podskupa moramo dokazati da za svaki x vrijedi

x ∈∅→ x ∈ A

Pretpostavka ovog kondicionala je uvijek lažna pa je on istinit. Dakle,
∅ ⊆ A.

b) Sve što pripada skupu A pripada skupu A, pa je po definiciji podskupa
A ⊆ A.

c) Iz pretpostavki da je A ⊆B i B ⊆ A moramo dokazati da su ta dva skupa
jednaka. Po aksiomu ekstenzionalnosti, oni su jednaki kad imaju iste
elemente. Dakle, trebamo dokazati da kad god neki x pripada jednom
skupu pripada i drugom i obratno. A to upravo kažu pretpostavke.
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d) Iz pretpostavki da je A ⊆ B i B ⊆ C trebamo dokazati da je A ⊆ C. Da
bismo dokazali A ⊆ C moramo dokazati da za svaki x vrijedi da kad je
x ∈ A tad je x ∈ C. Pa neka je x ∈ A. Pošto je A ⊆ B tad je i x ∈ B. Pošto je
B ⊆C, tada je i x ∈C. Dakle, dokazali smo da je A ⊆C.

Y

Kad se koristi jezik skupova česte su tvrdnje u kojima nešto tvrdimo
za sve članove skupa. Zato za izreći da za sve članove skupa S vrijedi α,
umjesto da pišemo ∀x(x ∈ S → α(x)) koristimo kraći zapis ∀x ∈ S α(x). Isto
tako za izreći da postoji član skupa S za kojeg vrijedi α, umjesto da pišemo
∃x(x ∈ S∧α(x)) koristimo kraći zapis ∃x ∈ S α(x).

4.2.2 Operacije sa skupovima

Obično nas zanima skup objekata koje analiziramo. Taj skup je naš pri-
vremeni univerzum razmatranja pa ćemo ga označavati s U i ograničit ćemo
se na njegove podskupove koje po aksiomu podskupa možemo identificirati
bilo kojim uvjetom na objekte univerzuma. Kad imamo na raspolaganju dva
skupa možemo gledati skup svih elemenata koji pripadaju barem jednom od
tih skupova ili pak skup zajedničkih elemenata. Slijede definicije:

Unija skupova A∪B = {x∣x ∈ A∨ x ∈B}

A∪B

A B U

Na primjer: {0,1,2}∪{1,2,3} = {0,1,2,3}
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Presjek skupova A∩B = {x∣x ∈ A∧ x ∈B}

A∩B

A B U

Na primjer: {0,1,2}∩{1,2,3} = {1}

Komplement skupa AC = {x∣x ∉ A}

AC

A
U

Na primjer za U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} je {0,2,4,6,8}C = {1,3,5,7,9}.

Dakle, unija skupova ide s veznikom ili (uzimamo zajedno sve elemente),
presjek skupova ide s veznikom i (uzimamo zajedničke elemente) a komple-
ment ide s veznikom nije (uzimamo "one druge" elemente). Mada smo ovdje
podrazumijevali da su svi objekti iz univerzuma, uniju i presjek možemo
definirati za bilo koja dva skupa, jer po principu iteracije elementi skupa A i
B su već izgrad̄eni pa od njih možemo graditi nove skupove, specijalno uniju
i presjek. Med̄utim, komplement bitno ovisi o izboru univerzuma. Drugi
univerzum bi značio i drugi komplement, jer bi puna definicija u stvari bila
AC = {x ∈U ∣x ∉ A}. Tu ovisnost možemo izbjeći definicijom razlike skupova
(koja postoji po aksiomu podskupa - vidite li kako?)
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Razlika skupova A∖B = {x∣x ∈ A∧ x ∉B}

A \ B

A B U

Na primjer: {0,1,2}∖{1,2,3} = {0}

Komplement je specijalni slučaj razlike: AC =U ∖A

Primjer 4.2.4. Neka je U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Za skupove A = {1,3,5}
i B = {2,4} nad̄imo uniju, presjek, komplement i skup (A∩BC)∪(AC∩B), te
ispitajmo je li B∖(A∩B) ⊆ AC.

Rješenje: A∪B = {1,3,5}∪{2,4} = {1,2,3,4,5}

A∩B = {1,3,5}∩{2,4} = {}

Da nije praznog skupa ova operacija sad ne bi bila definirana.

Izraz (A∩BC)∪(AC∩B) ćemo računati na isti način kao što npr. računamo
aritmetičke izraze: redom ćemo računati operacije:

(A∩BC)∪(AC ∩B) = ({1,3,5}∩{2,4}C)∪({1,3,5}C ∩{2,4}) =
= ({1,3,5}∩{0,1,3,5,7,8,9})∪({0,2,4,6,7,8,9}∩{2,4})
= {1,3,5}∪{2,4} = {1,2,3,4,5}

Da bismo ispitali je li B∖(A∩B) ⊆ AC izračunat ćemo lijevu i desnu stranu:

B∖(A∩B) = {2,4}∖({1,3,5}∩{2,4}) = {2,4}∩∅ = {2,4}

AC = {0,2,4,6,7,8,9}

Tako treba vidjeti je li {2,4} ⊆ {0,2,4,6,7,8,9}, a to je istina. Y
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Kao što postoje odred̄ene zakonitosti za operacije s brojevima tako
postoje i odred̄ene zakonitosti za operacije sa skupovima.

Primjer 4.2.5. Ispitajmo je li za sve skupove A i B vrijedi (A∩B)C = AC∪BC.

Rješenje: Po aksiomu ekstenzionalnosti trebali bismo dokazati da kad
x pripada skupu (A ∩B)C tad pripada i skupu AC ∪BC, i obratno, kad
pripada skupu AC ∪BC da tad pripada i skupu (A∩B)C. No jednostavnije
je to pokazati pomoću tzv. Vennovih dijagrama koje smo već koristili da
vizuelno prikažemo uniju, presjek i razliku skupova. Nacrtamo dva skupa
A i B u "općem položaju" i osjenčimo dio koji pripada skupu (A∩B)C:

(A∩B)C

A B U

Isto uradimo za AC ∪BC

AC ∪BC

A B U

Pošto smo osjenčili iste dijelove znači da jednakost vrijedi. Y

Dokazat ćemo prethodnu jednakost i na drugi način. Taj način će nam
pokazati direktnu vezu izmed̄u skupova i boolovskih operacija. Svaki objekt
može pripadati nekom skupu S ili ne pripadati. Tvrdnja x ∈ S je istinita (1)
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ili lažna (0). Da bismo pokazali da je istina (A ∩B)C = AC ∪BC moramo
pokazati da za svaku mogućnost pripadnosti objekta x skupovima A i B on
je ili u oba skupa (A∩B)C i AC ∪BC ili u nijednom. A to ćemo ispitati tako
da ćemo postepeno ispitivati pripadnost x dijelovima izraza i stavljati 1 ako
pripada tom dijelu, a 0 ako ne pripada. Npr. promotrimo x takav da je x ∈ A
(1) i x ∉B (0). Tada x ∉ A∩B (0) pa je x ∈ (A∩B)C (1). Računajmo sada lijevu
stranu za takve x: x ∉ AC (0) i x ∈ BC (1), pa je x ∈ AC ∪BC (1). Dakle, na
ovakvim x se lijeva i desna strana poklapaju. Na isti način ćemo ispitati i
ostale mogućnosti. Računanje ćemo organizirati u tablicu čiji svaki redak
odred̄uje jednu mogućnost pripadnosti objekta skupovima A i B:

A B (A∩B)C AC ∪ BC

0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0

Vidimo da je x zaista istovremeno u oba skupa, pa su oni jednaki.

Veza s bulovskim operacijama je direktna. Da ispitamo pripada li x uniji
dva skupa moramo tvrdnje o njegovoj pripadnosti pojedinim skupovima
povezati veznikom ∨, odnosno istinitost pripadnosti uniji računamo tako
da na istinitosti pripadnosti pojedinim skupovima primijenimo boolovsku
operaciju ∨. Na isti način kod presjeka računamo ∧, a kod komplementa ¬.
Već smo vidjeli da svakoj logičkoj ekvivalentnosti pripada jedna zakonitost
za bulovske operacije, i obratno, a sad vidimo da se ta veza proširuje
i na operacije sa skupovima. U prethodnom primjeru imamo sljedeću
korespodenciju:

¬(A∧B) ≡¬A∨¬B ← logička ekvivalentnost
↕

¬(a∧b) =¬a∨¬b ← zakonitost algebre bulovskih operacija
↕

(A∩B)C = AC ∪ BC ← zakonitost algebre skupova

Tako možemo prevesti sve logičke ekvivalentnosti (zakone za bulovske
operacije) koje smo prije utvrdili u zakonitosti za skupove. Samo trebamo
veznike ∨, ∧ i ¬ redom zamijeniti skupovnim operacijama unije, presjeka i
komplementa, a laž F i istinu T redom s praznim skupom i univerzalnim
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skupom. Npr. sad znamo da vrijedi

A∩B =B∩A A∪B =B∪A
A∩(B∩C) = (A∩B)∩C A∪(B∪C) = (A∪B)∪C
A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C) A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C)

itd.

Ovu vezu veznika i operacija sa skupovima možemo primijeniti i na
rješavanje složenih uvjeta, npr. sustava nejednadžbi. Korespodencija je
sljedeća:

Skup rješenja R složenog uvjeta U1(x) ili U2(x) je unija skupova rješenja
R1 i R2 pojedinih uvjeta: R =R1∪R2.

Skup rješenja R složenog uvjeta U1(x) i U2(x) je presjek skupova rješenja
R1 i R2 pojedinih uvjeta: R =R1∩R2.

Skup rješenja R složenog uvjeta nije U1(x) je komplement skupa rješenja
R1 uvjeta U1(x): R =RC

1 .

Primjer 4.2.6. Neka imamo sljedeće likove koje ćemo označiti slovima
abecede ("b” za "malo i bijelo”, "I” za "veliko i iscrtano”, itd):

TB  KB PB  TI  KI PI 

tb  kb pb ti ki pi 

Odredimo sljedeće skupove:

a) A = {x∣x je iscrtan} i B = {x∣x je malen}

b) C = {x∣x je iscrtan i x je malen} i D = {x∣x je iscrtan ili x je malen}

c) E = {x∣(x je iscrtan ili x je velik) i (x je bijel ili x je trokut}
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Rješenje: a) Po danom uvjetu ispitamo koji elementi pripadaju skupu A,
a koji skupu B:

A = {TI,K I,PI, ti,ki, pi} i B = {tb,kb, pb, ti,ki, pi}

b) Uvjet pripadnosti skupu C ispunjen je tek kad su ispunjeni i uvjet
pripadnosti skupu A i uvjet pripadnosti skupu B, pa je C sastavljen od
zajedničkih elemenata skupova A i B:

C = A∩B = {ti,ki, pi}
Uvjet pripadnosti skupu D ispunjen je kad je ispunjen barem jedan od
uvjeta pripadnosti skupovima A i B, tj. kada objekt pripada skupu A ili
skupu B. Dakle, D je sastavljen od svih elemenata iz skupova A i B:

D = A∪B = {TI,K I,PI, ti,ki, pi, tb,kb, pb}

c) Skup je zadan nešto složenijim uvjetom i bilo bi mukotrpno za svaki
objekt ispitati ispunjava li ga. Lakše je pronaći skupove koji zadovo-
ljavaju pojedine uvjete i napraviti pripadajuće skupovne operacije.

x je iscrtan: S = {TI,K I,PI, ti,ki, pi}
x je velik: V = {TI,K I,PI,TB,KB,PB}
x je bijel: B = {TB,KB,PB, tb,kb, pb}
x je trokut: T = {TI,TB, ti, tb}
Pomoću njih sada možemo izraziti E: E = (S∪V)∩(B∪T)
Redom računajući skupovne operacije dobit ćemo E:

E = {TI,K I,PI, ti,ki, pi,TB,KB,PB}∩ (TB,KB,PB, tb,kb, pb,TI, ti} =
{TI, ti,TB,KB,PB}

Y

4.2.3 Partitivni skup i Kartezijev produkt

Po principu iteracije, kad je izgrad̄en skup S znači da su izgrad̄eni svi
njegovi elementi, pa tako i njegovi podskupovi. Dakle, možemo izgraditi i
skup svih njegovih podskupova kojeg nazivamo partitivni skup skupa S:

P(S) = {x∣x ⊆ S}
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Primjer 4.2.7. Nad̄imo partitivni skup skupa S = {1,2,3}.

Rješenje: Nabrojat ćemo podskupove nekim redom:

podskup s nula elemenata: ∅

podskupovi s jednim elementom: {1}, {2}, {3}

podskupovi s dva elementa: {1,2}, {2,3}, {1,3}

podskup s tri elementa: {1,2,3}

Dakle, P(S) = {∅,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}}. Y

Da ne bismo neki podskup u prebrajanju zaboravili dobro je znati da
skup od n elemenata ima 2n podskupova. Naime kad formiramo podskup
za svaki element imamo dvije mogućnosti, da ćemo ga staviti u podskup ili
nećemo. Pošto je n elemenata, u formiranju podskupa imamo 2 ⋅2 ⋅ ... ⋅2 (n
dvojki)= 2n mogućnosti.

Primjer 4.2.8. Nad̄imo PP(∅).

Rješenje: P(∅) = {∅}→PP(∅) =PP({∅}) = {∅,{∅}}. Y

Objedinjavanje objekata u skupove je neka vrsta trpanja u vreću. Samo
je važno što je u vreći, a što nije. Možemo razlikovati objekt koji je u
vreći od onog koji nije ali ne možemo razlikovati objekte koji jesu u vreći.
Npr. u skupu {1,2}, što se tiče pripadnosti skupu, ne možemo po ničemu
razlikovati 1 i 2 jer su oba objekta u skupu i to je sve. Ne možemo npr. reći
koji je prvi, a koji drugi, jer je {1,2} = {2,1}. A upravo je to često potrebno.
Npr. točku u ravnini identificiramo parom koordinata pri čemu je važno koja
je prva koordinata a koja druga. Rješenje sustava dvije jednadžbe s dvije
nepoznanice je par brojeva pri čemu je važno koji je broj prvi u tom paru a
koji drugi. Isto tako, kad imamo operaciju koja djeluje na dva argumenta,
važno je znati koji je argument prvi a koji drugi. Sakupljanje objekata u
skup nam to ne daje. Potrebna nam je nova vrsta objedinjenja u kojoj ćemo
razlikovati objedinjene objekte. Paru objekata a i b pridružit ćemo objekt
kojeg ćemo označiti (a,b) i zvati ured̄eni par objekata a i b, i za kojeg
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želimo da postoje dvije operacije π1 i π2 (prva i druga projekcija) pomoću
kojih možemo iz ured̄enog para izvući objedinjene objekte a i b:

π1(a,b) = a

π2(a,b) = b

Tvorba ured̄enog para je kodiranje objekata, a pomoću projekcija radimo
dekodiranje.

Prethodne jednadžbe izražavaju našu zamisao o ured̄enom paru. Njima
smo specificirali što želimo. Preostaje vidjeti kako tu zamisao realizirati
u teoriji skupova. Moramo tako skupiti objekte a i b da se oni u tom
sakupljanju ne javljaju simetrično. Standardnu realizaciju daje sljedeća
definicija:

(a,b) = {{a},{a,b}}

Prva projekcija je operacija koja će uzeti objekt koji je u oba skupa, a druga
projekcija će uzeti objekt koji je samo u jednom skupu, ako ima takvog
objekta (a ≠ b, odnosno prvu projekciju, ako nema takvog objekta (a = b).
Ovo možemo uraditi i kad je a = b jer tada obje projekcije daju isti objekt.
U ovoj definiciji nije ništa sadržajno važno već je samo važno da definirani
objekt funkcionira onako kako smo ga zamislili. Evo i nekih alternativnih
definicija koje ostvaruju isti cilj:

(a,b) = {a,{a,b}};

(a,b) = {{0,a},{1,b}}.

Situacija je analogna igri šaha. Srž igre je sama zamisao kako će objekti
funkcionirati u igri i posve je nevažno kako ćemo to realizirati, pomoću drva
ili simulacijom na kompjuterskom ekranu. Isto tako, i u programiranju
treba prvo specificirati neku strukturu podataka ili algoritam, pa tek
onda vidjeti kako ih realizirati pomoću struktura podataka i naredbi koje
izabrani programski jezik posjeduje. Ova definicija ured̄enog para uzorak
je koji ćemo stalno ponavljati. Imat ćemo razne matematičke zamisli koje
ćemo realizirati konstrukcijama unutar teorije skupova. Same konstrukcije
nemaju nikakav poseban smisao osim što realiziraju odred̄enu zamisao. Na
taj način možemo gotovo cijelu matematiku modelirati pomoću skupova, pa
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je teorija skupova u tom smislu osnovna matematička teorija.

Ispitajmo kad su ured̄eni parovi jednaki. Neka je (a1,b1) = (a2,b2).
Tada je

π1(a1,b1) =π1(a2,b2)→ a1 = a2

π2(a1,b1) =π2(a2,b2)→ b1 = b2

Dakle, ured̄eni parovi su jednaki upravo onda kad imaju prvi element
jednak i kad imaju drugi element jednak:

(a1,b1) = (a2,b2)↔ a1 = a2 i b1 = b2

Uočimo još jednom razliku u odnosu na obično sakupljanje:

{1,2} = {2,1}
(1,2) ≠ (2,1)

Primjer 4.2.9. Riješimo sljedeće jednadžbe:

a) (x,2) = (3, y)

b) (x− y, x) = (y, x+ y)

c) (x2−3x,2) = (2− x,1)

Rješenje: Jednakosti kažu da prve projekcije moraju biti jednake i da
druge projekcije moraju biti jednake.

a) x = 3, y = 2

b) x− y = y, x = x+ y→ x = 0, y = 0

c) x2−3x = 2− x, 2 = 1. Ovaj sustav nema rješenje, jer ne može biti 2 = 1.

Y
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Kao što smo zamislili ured̄ene parove tako zamišljamo i ured̄ene trojke,
četvorke itd. Sve te zamisli možemo ostvariti pomoću ured̄enog para:

(a,b, c) = (a,(b, c))
(a,b, c,d) = (a,(b,(c,d))

⋮

Vidjet ćemo poslije da će nam skupovi ured̄enih parova biti značajni za
modeliranje. Zato nam je značajna i sljedeća konstrukcija. Za ilustraciju
uzet ćemo skupove A = {1,2,3} i B = {3,4}. Od njihovih elemenata pravit
ćemo ured̄ene parove tako da ćemo prvi član para uzeti iz skupa A a drugi
iz skupa B:

A

B
3 4

1 (1,3) (1,4)
2 (2,3) (2,4)
3 (3,3) (3,4)

Tako smo dobili skup {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)}. Taj skup
zovemo kartezijev produkt skupova A i B. Opća definicija je:

A×B = {(x, y)∣x ∈ A∧ y ∈B}

Po principu iteracije je jasno da takav skup postoji.

Primjer 4.2.10. Za X = {1,2,3} nad̄imo X ×X .

Rješenje: X×X = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}.
Y

Kartezijev produkt skupa A sa samim sobom jednostavnije označavamo
A2 = A × A. Uočimo da kad uvedemo u ravninu Kartezijev koordinatni
sustav tad u stvari ravninu predstavimo skupom R2.

Da ne bismo izostavili koji par u računanju Kartezijevog produkta dobro
je znati koliko treba biti parova. Ako skup A ima m elemenata, a skup B n
elemenata tada skup A×B ima m ⋅n elemenata.
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Primjer 4.2.11. Za A = {1,2} i B = {3} izračunajmo sljedeće skupove:

a) P(A×B)

b) P(A)×P(B)

c) (A∪B)×(A∩B)

Rješenje: a)
(A×B) = {(1,3),(2,3)}→P(A×B) = {∅,{(1,3)},{(2,3)},{(1,3),(2,3)}}

b) P(A) = {∅,{1},{2},{1,2}}
P(B) = {∅,{3}}
P(A)×P(B) = {(∅,∅),(∅,{3}),({1},∅),({1},{3}),({2},∅),

({2},{3}),({1,2},∅),({1,2},{3})}

c) A∩B =∅→ (A∪B)×(A∩B) =∅

Y

4.3 Relacije

4.3.1 Pojam relacije

Uvjetu U(x) na neke objekte pridružujemo skup svih objekata koji
ispunjavaju taj uvjet {x∣U(x)}. Npr. uvjetu na studente ovog veleučilišta
"x je položio Logiku" možemo pridružiti skup svih studenata koji su položili
logiku {x∣x je položio logiku}. Med̄utim, uvjet može biti i na dva objekta,
npr. "x je roditelj y-u". Rješenje ovog uvjeta je par ljudi x i y, i to ured̄eni par
(x, y) jer je bitno tko je prvi član u paru a tko drugi. Tako je skup rješenja
ovog uvjeta skup ured̄enih parova {(x, y)∣x je roditelj y-u}. Primijetimo da
nam je ovo pridruživanje omogućio pojam ured̄enog para. Još kažemo da
je "biti roditelj" jedna relacija med̄u ljudima. Ali što je uopće relacija? Npr.
sljedeći uvjeti nisu isti (postupak ispitivanja zadovoljava li par brojeva uvjet
nije isti)
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2x+ y+3 = 0

y =−3−2x

Med̄utim, skup rješenja tih uvjeta je isti. To znači da je njihov učinak na
parove brojeva isti. U našem ekstenzionalnom gledanju jedino je važno koji
par jeste u relaciji a koji nije, a uvjeti su samo način opisa relacije. Zato
pojam relacije definiramo na sljedeći način:

Relacija je skup kojem su elementi ured̄eni parovi. Kad par (a,b)
pripada relaciji R još kažemo da je par (a,b) u relaciji R i označavamo
aRb:

(a,b) ∈R↔ aRb

Mada se konceptualno razlikuju relacija R u zapisu (a,b) ∈R i pripadni
predikatski simbol u zapisu aRb, radi jednostavnosti koristimo istu oznaku.
Tako npr. za relaciju usporedbe med̄u brojevima radije ćemo pisati stan-
dardno x > y umjesto (x, y) ∈ <. Isto tako radije ćemo govoriti o relaciji
med̄u prirodnim brojevima "x dijeli y", nego ispravnije ali i kompliciranije,
o relaciji zadanoj uvjetom "x dijeli y", ili pak o relaciji {(x, y)∣x dijeli y}.

Obično nas primarno zanimaju skupovi nekih objekata, a tek onda
relacije med̄u njima. To vodi sljedećoj definiciji. Kažemo da je relacija R
binarna relacija izmed̄u skupova A i B ako je R ⊆ A ×B. Npr. da je
student x položio predmet y je binarna relacija izmed̄u skupa studenata i
skupa predmeta na jednom veleučilištu. Ili pak da točka x leži na pravcu y
je binarna relacija izmed̄u skupa točaka i skupa pravaca u prostoru.

Još češća situacija je da razmatramo jedan skup, skup brojeva ili skup
ljudi, i gledamo binarnu relaciju med̄u njima. Binarnu relaciju izmed̄u A
i A(R ⊆ A2) jednostavnije nazivamo binarnom relacijom na skupu A.
Takve su npr. usporedba brojeva, relacija biti roditelj, itd. Relacije koje
nemaju puno članova ugodno je predstaviti grafom ili matricom. Uzmimo
za primjer relaciju na skupu S = {1,2,3,4}:

R = {(1,2),(2,3),(3,2),(1,3),(4,4)}

Binarnu relaciju na skupu S predstavljamo grafom tako da svaki objekt
iz S predstavimo točkom (vrhom, čvorom) grafa i uvijek kad je jedan par u
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relaciji povučemo strelicu od prvog člana para prema drugom članu:

1

��

// 2

��
3

HH

4 ee

Binarnu relaciju na skupu S predstavljamo matricom tako da stupce i
retke matrice indeksiramo objektima iz S i na mjestu (a,b) stavimo 1 ako
je (a,b) ∈R, a 0 ako nije:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3 4

1 0 1 1 0
2 0 0 1 0
3 0 1 0 0
4 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Za provjeru da nismo nešto previdjeli dobro je uočiti da ured̄enih parova
mora biti koliko i strelica u grafu odnosno jedinica u matrici.

Primjer 4.3.1. Relaciju R{(a,a),(a,b),(b, c),(c,a)} na skupu S = {a,b, c}
prikažite grafom i matricom.

Rješenje:
a99 // b

��
c

__

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a b c

a 1 1 0
b 0 0 1
c 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Y

U programskim jezicima relacije su predstavljene matricama (dvodi-
menzionalnim nizovima) ili listama (obično kad je skup nad kojim je relacija
velik a sama relacija je mala).

Umjesto da kažemo da je 3 manje od 5 (3 < 5) možemo reći i da je 5 veće
od 3 (5 > 3). Za ove relacije kažemo da su jedna drugoj inverzne. Općenito
svakoj relaciji R možemo pridružiti njenu inverznu relaciju
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R−1 = {(x, y)∣(y, x) ∈R}

Dakle, naprosto obrnemo mjesta u parovima. Npr. za relaciju R =
{(1,2),(3,1),(2,3)} inverzna relacija je R−1 = {(2,1),(1,3),(3,2)}.

Matrično gledano, uzmemo transponiranu matricu (zarotiramo matricu oko
glavne dijagonale ili stupce redom zapišemo kao retke)

R:




1 2 3
1 0 1 1
2 0 0 1
3 1 0 0




R−1:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3

1 0 0 1
2 1 0 0
3 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Na grafovima naprosto obrnemo smjerove strelica

R: 1

��
2 // 3

^^
R−1: 1

��
2

@@

3oo

Veza relacije i njene inverzne relacije je jednostavna:

xR y↔ yR−1x

Mada su binarne relacije izmed̄u dva skupa najčešće, javljaju se i
ternarne relacije izmed̄u tri skupa (od kojih neki mogu biti jednaki),
odnosno n-arne relacije izmed̄u n skupova:

ternarna relacija izmed̄u skupova A, B i C je skup R ured̄enih trojki od
kojih je prvi član iz A, drugi iz B, a treći iz C: R ⊆ A×B×C

n-arna relacija izmed̄u skupova A1, A2, . . . , An je svaki R ⊆ A1×A2×⋅ ⋅ ⋅×An.

Na primjer da je točka S izmed̄u točaka T i U je ternarna relacija izmed̄u
točaka S, T i U , a da je student x s matičnim brojem y položio ispit z kod
profesora w je je 4-arna relacija izmed̄u skupa studenata, skupa matičnih
brojeva, skupa predmeta i skupa profesora.

Primijetimo da npr. binarnost relacije nije svojstvo same relacije nego
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svojstvo odnosa nje i skupa. Npr. relacija koja je na skupu A2 binarna, na
skupu A je 4-arna.

Suvremene baze podataka, tzv. relacijske baze podataka se modeli-
raju pomoću relacija i operacija s njima. Zamislimo npr. vod̄enje podataka
o studentima, ispitima i nastavnicima. Svaki je npr. student predstavljen
nizom podataka, matičnim brojem, imenom, prezimenom, godinom rod̄enja,
itd. Tako su informacije o studentima tipa: student matičnog broja x imena
y i prezimena z upisao je godine w.... One zadaju jednu relaciju izmed̄u
skupa matičnih brojeva, imena, prezimena, godina upisa itd. Samo što se
umjesto ’relacija’ u bazama podataka uvriježilo govoriti ’tablica’ a n-torka
koja je u toj relaciji tvori redak te tablice. Tako imamo drugu relaciju za
predmete, treću za profesore i onu najvažniju relaciju, koji je student položio
koji predmet kod kojeg profesora. Baza podataka je skup relacija (tablica)
iz kojih se pomoću odgovarajućih upita računaju nove relacije. Upiti se
formuliraju u posebnom jeziku (tzv. query language), a njihovo izvršenje
generira računanje s relacijama koje se sastoji od već poznatih operacijama
sa skupovima (unija, presjek, razlika, uzimanje podskupa putem nekog
uvjeta,. . . ) i nekih specifičnih operacija s relacijama (projekcija, spajanje,
. . . ).

I na kraju upozorimo da, kao što svaki uvjet ne odred̄uje skup (ne vrijedi
neograničeni princip komprehenzije) isto tako ne odred̄uje ni svaki uvjet na
dva objekta relaciju. To su obično uvjeti koje primjenjujemo na sve relacije.
Npr. da je R binarna relacija na skupu A je uvjet izmed̄u binarnih relacija i
skupova koji ne odred̄uje relaciju, jer skup svih parova koji su u tom odnosu
ne postoji. Naime u svakom koraku izgradnje skupova možemo izgraditi
skup i binarnu relaciju nad njim, pa tako ne postoji korak u kojem možemo
izgraditi skup svih takvih parova. Dakle, po principu iteracije takav skup
ne postoji.

4.3.2 Svojstva relacija

Relacije koje se "prirodno" javljaju nad nekim skupom najčešće imaju
neka od svojstava koja ćemo sada upoznati.

Relacija R je refleksivna na skupu A ↔ ∀x xRx (svaki objekt je u
relaciji sa samim sobom)



4.3. Relacije 269

Gledano na grafu svaki objekt ima petlju, strelicu koja počinje i završava na
tom objektu.

○99

Gledano na matrici duž dijagonale su jedinice:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1

⋱
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Relacija R je irefleksivna na skupu A↔ ∀x ¬xRx (svaki objekt nije u
relaciji sa samim sobom)

Gledano na grafu svaki objekt nema petlju. Gledano na matrici duž
dijagonale su nule.

Refleksivnost i irefleksivnost su dvije nasuprotne krajnosti jer većina
relacija nije ništa od toga: neki objekti jesu u relaciji sa samim sobom a
neki nisu. Med̄utim, mnoge značajne relacije imaju jedno od tih svojstava.

Primjer 4.3.2. Ispitajmo refleksivnost i irefleksivnost sljedećih relacija nad
odgovarajućim skupovima:

a) R = {(a,a),(a,b),(b,b),(b, c),(c, c,)} na skupu {a,b, c}

b) R = {(a,b),(b,a)} na skupu {a,b}

c) R = {(a,a),(a,b)} na skupu {a,b}

d) R = {(a,a),(b,b)} na skupu {a,b}

e) R = {(a,a),(b,b)} na skupu {a,b, c}

Rješenje: Mada se to može ispitati i na skupu parova i na matrici, za
male relacije se to najbolje "vidi" na grafu. Zato ćemo nacrtati odgovarajuće
grafove. Ako bismo htjeli problem riješiti programski tad bismo za svaki par
x (dakle kroz jednu petlju) morali ispitivati npr. za simetričnost istinitost
tvrdnje xRx.
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a) a //��
b //
��

c
��

ff

Pošto svaki objekt ima petlju relacija je refleksivna na tom skupu.

b) a 66 bvv

Pošto nijedan objekt nema petlju relacija je irefleksivna na tom skupu.

c) a //��
b

Pošto neki objekti imaju, a neki nemaju petlju ova relacija nije ni
refleksivna ni irefleksivna na danom skupu.

d) a
��

b
��

Ova relacija je refleksivna na skupu {a,b}.

e) a
��

b
��

c

Ova relacija nije refleksivna na skupu {a,b, c}.

Y

Zadnja dva podprimjera pokazuju da ista relacija može nad jednim
skupom biti refleksivna a nad drugim ne. To je u redu, jer svojstva
refleksivnosti i irefleksivnosti, kao i sva druga svojstva koja ćemo upoznati,
nisu svojstva same relacije već svojstva njenog odnosa prema danom
skupu. Isto tako jasno je da normalne relacije ne mogu biti istovremeno
i refleksivne (imati sve petlje) i irefleksivna (nemati nijednu petlju). Tako,
ako pokažemo da je relacija refleksivna (irefleksivna) automatski znamo
da nije irefleksivna (refleksivna). Jedina relacija koja je i refleksivna i
irefleksivna je krajnje neobična: to je prazna relacija (prazan skup) nad
praznim skupom.

Primjer 4.3.3. Ispitajmo refleksivnost i irefleksivnost sljedećih relacija:

a) x < y, za x, y ∈R
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b) x ≤ y, za x, y ∈R

c) x je istog spola kao i y, za x i y ljude

d) x voli y, za x i y ljude

Rješenje: Za razliku od prethodnih relacija koje su bile male i gdje smo
mogli u konačno koraka provjeriti vrijede li navedena svojstva, ove relacije
imaju mnogo (prve dvije beskonačno) parova i jedini način utvrd̄ivanja
svojstava je dokazivanje.

a) Trebamo ispitati istinitost tvrdnje x < x. Vrijedi li ona za sve x
(refleksivnost), za nijedan x (irefleksivnost) ili pak za neke x vrijedi a za
neke ne vrijedi (ni refleksivnost ni irefleksivnost)? Usporedbu možemo
definirati na sljedeći način:

x < y↔ ∃z > 0 x+ z = y

Iz te definicije slijedi

x < x↔ ∃z > 0 x+ z = x

Med̄utim, iz x+z = x slijedi da je z = 0. Dakle, ne postoji pozitivan z takav
da je x+ z = x, tj. ∀x ¬x < x. Tako je relacija irefleksivna.

b) Iz definicije

x ≤ y↔ ∃z ≥ 0 x+ z = y

lako slijedi da je x ≤ x jer je x+0 = x. Tako je relacija nestriktne usporedbe
brojeva refleksivna relacija.

c) Pošto je x istog spola kao i x to je ova relacija refleksivna.

d) Tvrdnja x voli x za neke ljude je istinita, a za neke nije, pa ova relacija
nije ni refleksivna ni irefleksivna.

Y

Relacija R je simetrična na skupu A↔ ∀x∀y xR y→ yRx (Ako je neki
objekt u relaciji s drugim tada je i drugi u relaciji s njim)

Gledano na uvjetu, smijemo zamijeniti mjesta imenima objekata, a da to
neće utjecati na istinitost tvrdnje. Gledano na grafu svaka strelica ima
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povratnu strelicu. Pri tome smatramo da je petlja sama sebi povratna
strelica, jer je tvrdnja xRx→ xRx logička istina:

!!""
!!

Gledano na matrici, matrica mora biti simetrična u odnosu na glavnu
dijagonalu:




1
1 0

0




Relacija R je asimetrična na skupu A ↔ ∀x∀y xR y → ¬yRx (Ako je
neki objekt u relaciji s drugim tada taj nije u relaciji s njim)

Gledano na grafu svaka strelica nema povratnu strelicu. Specijalno, nema
ni petlji:

!!""
!!

Gledano na matrici, ne mogu se dvije jedinice nalaziti simetrično u odnosu
na glavnu dijagonalu a na glavnoj dijagonali moraju biti nule:




0 1
1 0

0




Relacija R je antisimetrična na skupu A ↔ ∀x∀y xR y∧ yRx → y = x
(U dvosmjernom (simetričnom) odnosu može biti jedino objekt sa samim
sobom)

Gledano na grafu jedine povratne strelice mogu biti petlje.
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!!""
!!

Gledano na matrici, ne mogu se dvije jedinice nalaziti simetrično u odnosu
na glavnu dijagonalu (a na glavnoj dijagonali može biti bilo što):




1
1




Simetričnost je na jednom kraju (sve strelice moraju imati povratne
strelice) a asimetričnost na drugom kraju (nijedna strelica ne smije imati
povratnu strelicu). Asimetričnost i antisimetričnost se razlikuju jedino u
tome što antisimetričnost dopušta petlje. Od asimetrične relacije možemo
dobiti antisimetričnu tako da nadodamo nekoliko (može i nijednu) petlji, a
od antisimetrične asimetričnu tako da izbrišemo sve petlje. Kod normalnih
relacija simetričnost i asimetričnost, odnosno antisimetričnost , se isklju-
čuju, pa tako kad utvrdimo da je relacija simetrična automatski znamo
da nije asimetrična (antisimetrična) i obratno. Takod̄er, ako je relacija
asimetrična ona je automatski i antisimetrična.

simetrične antisimetrične

asimetrične

Da je relacija normalna ovdje znači da nije relacija koja ima samo petlje ( u
relaciji su samo objekti sa samim sobom i to ne obavezno svi).

Primjer 4.3.4. Ispitajmo simetričnost, asimetričnost i antisimetričnost
sljedećih relacija:
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a) a // b

c

__

c) a 33
��

bss
��

c

__

b) a //��
b
��

c

__

d) a 33

''

��
bss
��

c

gg

Rješenje: Opet je najjednostavnije to provjeriti na grafovima. Ako bismo
htjeli problem riješiti programski tad bismo za svaki par x i y (dakle kroz
dvije ugnježdene petlje) morali ispitivati npr. za simetričnost istinitost
tvrdnje xR y→ yRx.

a) Pošto nijedna strelica nema povratnu strelicu ova relacija je asimetrična.
Ona je tako i antisimetrična ali nije i simetrična.

b) Jedine strelice koje imaju povratnu strelice su petlje pa je ova relacija
antisimetrična. Ona tako nije simetrična ali, zbog prisustva petlji, ni
asimetrična.

c) Pošto strelica od a do b ima povratnu strelicu ova relacija nije asime-
trična ni antisimetrična, a pošto strelica od c do a nema povratnu strelicu
ova relacija nije ni simetrična.

d) Pošto svaka strelica ima povratnu strelicu ova relacija je simetrična, pa
tako nije antisimetrična ni asimetrična.

Y

Primjer 4.3.5. Ispitajmo simetričnost, asimetričnost i antisimetričnost
sljedećih relacija:

a) x < y za x, y ∈R

b) x ≤ y za x, y ∈R

c) x je istog spola kao i y za x i y ljude
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d) x voli y za x i y ljude

Rješenje: Opet ćemo se morati poslužiti dokazivanjem da vidimo šta od
sljedećeg vrijedi:

a) simetričnost: ∀x, y x < y→ y < x

Za oboriti ovu tvrdnju dovoljno je naći kontraprimjer. Za x = 2 i y = 3
tvrdnja 2 < 3→ 3 < 2 je lažna tvrdnja, pa simetričnost nije ispunjena.

asimetričnost: ∀x, y x < y→¬y < x

Za dokazati ovu tvrdnju pretpostavit ćemo da je x < y i pokušat ćemo
dokazati da tad nije y < x (pokušat ćemo napraviti direktan dokaz).

Da je x < y po definicije te relacije znači da postoji pozitivan broj p takav
da je x+ p = y. No tada je y− p = x, pa ne postoji pozitivan broj koji dodan
y daje x (to jedino daje negativan broj −p). Dakle, ¬y < x.

Pošto je relacija asimetrična ona je i antisimetrična.

b) simetričnost: ∀x, y x ≤ y→ y ≤ x

To ne vrijedi, jer je za x = 2 i y = 3 tvrdnja 2 ≤ 3→ 3 ≤ 2 lažna.

asimetričnost: ∀x, y x ≤ y→¬y ≤ x

To ne vrijedi, jer je za x = 2 i y = 2 tvrdnja 2 ≤ 2→¬2 ≤ 2 lažna.

antisimetričnost: ∀x, y x ≤ y∧ y ≤ x→ x = y

Pretpostavimo da je x ≤ y i y ≤ x. Po definiciji te relacije to znači da
postoje nenegativni brojevi a i b takvi da je x+ a = y i y+ b = x. Iz tog
slijedi da je y+b+a = y, tj. da je a+b = 0. Pošto ovi brojevi nisu negativni
iz toga zaključujemo da je a = b = 0. Dakle, x = y. Tako smo dokazali da
je ova relacija antisimetrična.

c) simetričnost: x je istog spola kao i y→ y je istog spola kao i x

Pošto u uvjetu biti istog spola možemo zamijeniti mjesta x i y bez utjecaja
na istinitost tvrdnje, to je ova tvrdnja istinita. Dakle, ta relacija je
simetrična, pa tako nije asimetrična niti antisimetrična.

d) Većina književnih djela i filmova počiva na tome da relacija x voli y nije
simetrična, tj na tome da općenito ne vrijedi ako x voli y da tada i y voli
x.
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Y

Za relaciju R na skupu S kažemo da je tranzitivna ↔ ∀x, y, z xR y∧
yRz→ xRz

Na matrici relacije to svojstvo nije vizuelno uočljivo. Gledano na grafu
to znači da uvijek kad se jedna strelica nastavlja na drugu (strelice su
ulančane) postoji strelica (premosnica) koja spaja početak prve i kraj druge
strelice:

2.

��

1.
??

premosnica
//

Primjer 4.3.6. Ispitajmo tranzitivnost sljedećih relacija:

a)
a //

��

��
b

��

��

c

b)
a //

''

b

��
c

gg HH

c)
a

��

b

��
c

Rješenje: a) Za strelice a → b → c imamo premosnicu a → c. Još su
ulančane strelice a → b → b pri čemu je druga strelica petlja. Tad je
premosnica prva strelica a → b. Ista situacija je uvijek kad imamo
petlju. Naime xR y∧ yR y→ xR y je logička istina pa petlje uvijek imaju
premosnice. Zato ubuduće u ispitivanju tranzitivnosti nećemo gledati
petlje. Pošto smo utvrdili da svaki par ulančanih strelica ima premosnicu
to je ova relacija tranzitivna.

b) Da bismo sistematski ispitali ima li svaki par ulančanih strelica pre-
mosnicu ispitivat ćemo vrh po vrh. Iz vrha a imamo tri para ulančanih
strelica: a → b → c, a → c → b i a → c → a. U prva dva slučaja imamo
premosnicu, ali u trećem nemamo (ne postoji strelica iz a u a) pa ova
relacija nije tranzitivna. Istaknimo ovdje da kad imamo strelicu zajedno
s njenom povratnom strelicom tranzitivnost zahtjeva da na oba kraja
imamo petlje:

⋅;; // ⋅oo cc
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To se ponekad zna previdjeti u ispitivanju tranzitivnosti.

c) Ovdje uopće nemamo par ulančanih strelica pa je ova relacija automatski
tranzitivna (pretpostavka u uvjetu tranzitivnosti je uvijek lažna pa je
uvjet uvijek istinit).

Y

Primjer 4.3.7. Ispitajmo tranzitivnost sljedećih relacija:

a) x < y za x, y ∈R

b) x ≤ y za x, y ∈R

c) x je istog spola kao i y za x i y ljude

d) x voli y za x i y ljude

Rješenje: a) Trebamo dokazati da za svaki x i y vrijedi x < y∧y < z→ x < z.
U tu svrhu pretpostavimo da je x < y i y < z. To znači da postoje pozitivni
brojevi a i b takvi da je x+a = y i y+b = z. Dodamo li prvoj relaciji b dobit
ćemo x+a+b = y+b = z. Dakle, postoji pozitivan broj (a+b) koji dodan x
daje z. Po definiciji usporedbe to znači da je x < z. Time smo dokazali da
je usporedba tranzitivna relacija.

b) Tranzitivnost nestriktne usporedbe ≤ se dokaže posve isto kao i striktne
usporedbe. Jedino se sad gledaju nenegativni a i b umjesto pozitivnih.

c) Trebamo dokazati da za svaki x, y i z vrijedi

ako je x istog spola kao i y i y je istog spola kao i z tad je i x istog spola
kao i z

Možemo li iz toga da su x i y istog spola i y i z istog spola zaključiti
da su i y i z istog spola? Možemo ako pretpostavimo da svaki čovjek
ima točno jedan spol. Ako pak uzmemo u obzir postojanje dvospolaca
tad tranzitivnost ne vrijedi. Naime za y uzmemo dvospolca, za x žensku
osobu, a za z mušku osobu. Tad su x i y istog spola, y i z istog spola, ali
x i z nisu istog spola.
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d) Tranzitivnost znači da ako x voli y i y voli z da tada x voli z. Uobičajena
situacija je suprotna, da x tada mrzi z. Tako ova relacija nije tranzitivna.

Y

4.3.3 Relacije ekvivalencije i relacije ured̄aja

Često za neke objekte kažemo da su u nekom smislu ekvivalentni. Za
dvije jednadžbe kažemo da su ekvivalentne ako imaju ista rješenja. Za dva
programa kažemo da su ekvivalentna ako za isti ulaz daju isti izlaz. Za
dvije rečenice smo rekli da su ekvivalentne ako u svim svjetovima imaju istu
istinitosnu vrijednost. Intuitivno, ekvivalentni objekti imaju neka svojstva
jednaka. Preciznije, imamo sljedeću definiciju:

Relacija R na skupu S je relacija ekvivalencije↔ refleksivna je, sime-
trična i tranzitivna. U neutralnom kontekstu obično relaciju ekvivalencije
označavamo simbolom ∼.

Primjer 4.3.8. Dokažimo da su sljedeće relacije relacije ekvivalencije na
danom skupu:

a) sličnost trokuta na skupu trokuta:

trokut x sličan je trokutu y↔ imaju jednake kutove

b) kongruentnost modulo 3 na skupu prirodnih brojeva

x ≡ y (3)↔ x i y imaju isti ostatak kod dijeljenja s 3

c) istovrsnost životinja na skupu životinja: životinje x i y su iste vrste

Rješenje: a) Lako je dokazati da za sličnost trokuta vrijedi sljedeće:

refleksivnost: svaki je trokut sličan samom sebi
simetričnost: ako je trokut x sličan trokutu y tada je i

trokut y sličan trokutu x
tranzitivnost: ako je trokut x sličan trokutu y i trokut y sličan trokutu z

tada je i trokut x sličan trokutu z.
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b) dokažimo redom tražena svojstva:

refleksivnost: x ≡ x (3). To je istina jer x i x imaju isti ostatak
kod dijeljenja s 3.

simetričnost: x ≡ y (3)→ y ≡ x (3). To je istina jer ako x ima isti ostatak
kod dijeljenja s 3 kao i y tada i y ima isti ostatak kao i x
kod dijeljenja s 3

tranzitivnost: x ≡ y (3)∧ y ≡ z (3)→ x ≡ z (3). To je istina jer ako x i y
imaju isti ostatak kod dijeljenja s 3 (recimo broj r) i y i z
imaju isti ostatak kod dijeljenja s 3 ( to je zbog
zajedničkog y isto r) tada i x i z imaju isti ostatak kod
dijeljenja s 3 (to je r)

c) Lako je dokazati da za pripadnost istoj vrsti vrijedi sljedeće:

refleksivnost: svaki je x iste vrste kao i x
simetričnost: Ako je x iste vrste kao i y tada je i y iste vrste kao i x
tranzitivnost: ako je x iste vrste kao i y, a y iste vrste kao i z tada je i

x iste vrste kao i z.

Y

Relacija ekvivalencije klasificira objekte u odred̄ene skupine. Svaki
objekt pripada skupini svih objekata s kojima je ekvivalentan. Npr. za
relaciju biti iste vrste te skupine su same vrste: psi, mačke, itd. Tako je skup
svih životinja podijeljen u podskupove (pojedine vrste) koji su neprazni,
nemaju zajedničkih elemenata i njihova unija daje cijeli skup:

...

psi mačke

životinjsko carstvo
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Takav skup podskupova danog skupa zovemo njegovom particijom, a same
podskupove blokovima ili klasama dane particije. Preciznije,particija
skupa S je svaki skup njegovih podskupova takvih da su neprazni, med̄u-
sobno disjunktni i njihova unija daje cijeli skup S. Evo npr. jedne particije
skupa znamenaka:

{{0,2,5},{4,7,9},{1,3,6,8}}

ili slikovitije

2
50

4
7 9

3
61 8

Dakle, kad imamo relaciju ekvivalencije ∼ na skupu S svakom objektu x
možemo pridružiti njegovu tzv. klasu ekvivalencije [x]∼ = {y∣y ∼ x}. Nije
teško dokazati ono što je i intuitivno prihvatljivo, da te klase ekvivalencije
tvore particiju skupa S. Još kažemo da relacija ekvivalencije razbija skup S
na klase ekvivalencije. Pogledajmo npr. relaciju kongruentnosti modulo
3. Ostatak kod dijeljenja s 3 može biti 0, 1 ili 2. Tako imamo 3 klase
ekvivalencije koje tvore particiju skupa svih prirodnih brojeva:

{0,3,6,9, . . .}

{1,4,7,10, . . .}

{2,5,8,11, . . .}

Primjer 4.3.9. Kroz prethodne primjere je pokazano da je relacija biti istog
spola relacija ekvivalencije na skupu svih ljudi (u idealizaciji da svaki čovjek
ima točno jedan spol). Nad̄imo klase ekvivalencije te relacije.

Rješenje: Ova relacija razbija skup svih ljudi na dvije klase, skup svih
muških osoba i skup svih ženskih osoba. Y
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Drugi česti tip relacija su relacije ured̄aja. Kao što samo ime kaže, te
relacije uvode odred̄eni red med̄u objekte u kojem su jedni objekti ispred
(prije) drugih. Razlikujemo relacije nestriktnog i striktnog ured̄aja.

R je relacija striktnog ured̄aja na skupu S ↔ irefleksivna je, asi-
metrična i tranzitivna. U neutralnom kontekstu je obično označavamo
simbolom <.

Takva je npr. striktna usporedba brojeva x < y (to smo dokazali u
prethodnim primjerima).

R je relacija nestriktnog ured̄aja na skupu S↔ refleksivna je, anti-
simetrična i tranzitivna. U neutralnom kontekstu je obično označavamo
simbolom ≤.

Takva je npr. nestriktna usporedba brojeva x ≤ y (to smo dokazali u
prethodnim primjerima).

Relacije usporedbe brojeva < i ≤ su tipičan primjer ovih relacija. Poput
usporedbe brojeva sve relacije usporedbe se javljaju u paru, u varijanti
striktne usporedbe i u varijanti nestriktne usporedbe. Naime, ako je <
relacija striktne usporedbe tad je relacija

x ≤ y↔ x < y ili x = y

relacija nestriktne usporedbe (pokušajte to dokazati). Isto tako, ako je ≤
relacija nestriktne usporedbe tad je relacija

x < y↔ x ≤ y i x ≠ y

relacija striktne usporedbe (pokušajte to dokazati). Gledano na grafu
relacije, od striktnog ured̄aja dobijemo nestriktni tako da svakom objektu
dodamo petlju, a od nestriktnog ured̄aja dobijemo striktni ured̄aj tako
da izbrišemo sve petlje. Pošto su ove relacije ovako povezane u parove
često govorimo samo o relaciji ured̄aja ne specificirajući mislimo li na
nestriktnu ili striktnu varijantu. Striktna varijanta je često sadržajnija od
nestriktne (radije ćemo reći 3 < 5 nego 3 ≤ 5), med̄utim često je nestriktna
varijanta tehnički ugodnija (jednostavnija je u dokazivanjima).

Primjer 4.3.10. Pokažimo da su sljedeće relacije relacije ured̄aja (striktnog
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ili nestriktnog):

a) A ⊆B na podskupovima danog univerzuma

b) a dijeli b na skupu prirodnih brojeva: a∣b↔ ∃c b = c ⋅a

c) više volim a nego b, na skupu ljudi

Rješenje: Prvo ocijenimo može li objekt biti u relaciji sa samim sobom da
bismo znali hoćemo li ispitivati uvjete za striktan ili za nestriktan ured̄aj:

a) refleksivnost: A ⊆ A

antisimetričnost: A ⊆B∧B ⊆ A→ A =B

tranzitivnost: A ⊆B∧B ⊆C→ A ⊆C

Sva ta svojstva smo utvrdili u Primjeru 4.2.2, u odjeljku 4.2 Osnovni
odnosi i operacije sa skupovima.

b) refleksivnost: a∣a. To je istina jer je a = 1 ⋅a.

antisimetričnost: a∣b. Pretpostavimo da a∣b i b∣a . To znači da postoje
m i n takvi da je b = ma i a = nb. Odatle supstitucijom dobijemo da je
a = nma. Ako a ≠ 0 tad je nm = 1. Pošto su to prirodni brojevi to je jedino
moguće ako je m = 1 i n = 1. Dakle, a = nb = 1 ⋅ b = b. Preostaje još vidjeti
da isto vrijedi i kad je a = 0. Tad je b = m ⋅a = m ⋅0 = 0. Dakle, i tad je a = b
pa vrijedi antisimetričnost.

tranzitivnost: a∣b∧ b∣c → a∣b. Neka a∣b i b∣c. Tada postoje m i n takvi
da je b = ma i c = nb. Iz tog slijedi da je c = nma. Dakle, a∣c pa vrijedi
tranzitivnost.

c) irefleksivnost: ne mogu više voljeti a nego što volim a

asimetričnost: ako više volim a nego b tad ne mogu više voljeti b nego a

tranzitivnost: ako više volim a nego b i više volim b nego c tad više volim
a nego c.

Pošto su ova svojstva istinita za relaciju više volim, ona je relacija
striktnog ured̄aja.

Y
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Često ljudi znaju djecu stavljati pred nepotrebnu dilemu pitanjem voliš
li više mamu ili tatu. Netko se voli više od drugog, ali ne mora biti da se za
svaka dva čovjeka jedan obavezno voli više od drugog. Naprosto, ljubav nije
uvijek usporediva. Netko se voli na jedan način, a netko na drugi. Isto je i
kod relacije dijeli. Brojevi 3 i 6 su usporedivi u toj relaciji jer 3∣6. Ali brojevi
3 i 5 nisu usporedivi u toj relaciji jer niti 3∣5 niti 5∣3. Formalno:

za relaciju R nestriktnog (striktnog) ured̄aja kažemo da je potpuni
(totalni) ured̄aj ili linearni ured̄aj ako su svaka dva (različita) elementa
usporediva: aRb ili bRa (a ≠ b → aRb ili bRa).

Koristimo riječ linearno, jer tada relaciju možemo grafički predstaviti tako
da objekte nanižemo po pravcu pri čemu je objekt a ispred objekta b upravo
onda kad je aRb. Tako npr. još od osnovne škole prikazujemo brojeve
na pravcu. Pošto su linearni (totalni) ured̄aji česti proizvoljni ured̄aji se
ponekad nazivaju i parcijalni ured̄aji.

4.4 Funkcije

4.4.1 Pojam funkcije

U matematici još od osnovne škole koristimo pojam funkcije. U višoj
matematici naglasak nije toliko na brojevima koliko na funkcijama. Npr.
osnovne operacije su deriviranje i integriranje funkcija. Ali šta su funkcije?
Obično se ne daje precizna definicija tog temeljnog pojma već se nauče neka
svojstva koja funkcije moraju imati. Drugim riječima nauči se zamisao o
funkcijama. Osnovna je ideja da pojmom funkcije modeliramo ovisnosti
med̄u nekim veličinama odnosno načine kako jednim objektima možemo
pridružiti druge objekte. Obično to radimo pomoću nekih pravila. Tako
je osnovna zamisao da funkcije (ma što to bilo) zadajemo pravilima. Npr.
pravilom "kvadriraj broj" zadajemo funkciju f koja uzme broj x i vrati njegov
kvadrat y = x2. Za prvu ruku, funkciju zamišljamo kao jedan stroj koji uzme
neki objekt na ulaz, nešto s njim radi i izbaci drugi objekt na izlaz:
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kvadrirajx x2

Pri tome zahtijevamo da učinak stroja mora biti jednoznačan: za isti ulaz
uvijek će izbaciti isti izlaz, a ne jednom jedan izlaz, a drugi put drugi. Pošto
je izlaz y posve odred̄en ulazom x i funkcijom f možemo ga identificirati
pomoću x i f i označavamo ga

y = f (x)

Npr. oznakom f (3) imenovan je točno jedan broj, kvadrat broja 3, dakle
broj 9.

Promotrimo funkciju g zadanu pravilom g(x) = (x−1)2 +2x−1. Ovo je
drugačije, kompliciranije pravilo od kvadriranja, med̄utim oba pravila za
isti ulaz daju isti izlaz, jer je za svaki x:

(x−1)2+2x−1 = x2−2x+1+2x−1 = x2

Dakle, za svaki x je f (x) = g(x). Mada pravila nisu ista, učinak im je isti.
Jesu li pripadne funkcije iste? Ovisi kako ćemo modelirati pojam funkcije.
Po principu ekstenzionalnosti, kojeg smo zbog njegove jednostavnosti stalno
koristili, i po kojem je samo bitno što smo iz čega dobili ali ne i kako, ove
funkcije nećemo razlikovati jer su učinci oba pravila isti. Drugim riječima,
samo nam je važno koji ćemo izlaz dobiti za pojedini ulaz, ali ne i kako ćemo
dobiti. Zato ćemo funkcije modelirati ured̄enim parovima ulaza i izlaza, bez
obzira na koji način smo povezali ulaze i izlaze.

Prije nego damo konačnu definiciju pojasnimo što sve može biti na ulazu
funkcije. Za funkciju kvadriranja f implicitno smo podrazumijevali da na
ulazu može biti bilo koji realan broj. Promotrimo med̄utim funkciju P koja
duljini x stranice kvadrata pridružuje njegovu površinu P(x) = x2. Funkcije
f i P rade po istim pravilima, med̄utim ulazi u funkciju P su samo pozitivni
realni brojevi. Skup ulaza u funkciju nazivamo domena funkcije. Tako
funkcije f i P nisu iste funkcije jer imaju različite domene. To razlikovanje
se ogleda i na ured̄enim parovima ulaza i pripadnih izlaza. Mada sve parove
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koje generira funkcija P generira i funkcija f , funkcija f generira i druge
parove brojeva, npr. par (−3,9).

Iz navedenog vidimo ne samo da funkcija generira ured̄ene parove već
je, u apstrakciji ekstenzionalnosti, posve odred̄ena tim ured̄enim parovima.
Pri tome se zbog jednoznačnosti ne smije desiti da funkciji pripadaju
ured̄eni parovi kojima je prvi član isti a drugi različit. Zato je definicija
pojma funkcije u teoriji skupova sljedeća:

Skup f je funkcija ↔ skup je ured̄enih parova za kojeg vrijedi jednoz-
načnost tj.

(x, y1) ∈ f i (x, y2) ∈ f → y1 = y2

Pošto je u danoj funkciji f drugi član para posve odred̄en prvim članom para,
umjesto (x, y) ∈ f radije pišemo y = f (x). Prvi član para (x) nazivamo ulaz u
funkciju ili argument funkcije, a drugi član para (y) nazivamo pripadnim
izlazom ili vrijednošću funkcije.

Primjer 4.4.1. Koji od sljedećih skupova je funkcija

a) {(1,2),{3,4}}

b) {(1,2),(2,1),(1,1)}

c) {}

d) {(x, x2)∣x ∈R}

e) {(x2, x3)∣x ∈R}

Rješenje: a) nije funkcija jer element ovog skupa {3,4} nije ured̄eni par.

b) nije funkcija jer nema jednoznačnosti: broju 1 je pridružen u ured̄enom
paru i broj 1 i broj 2.

c) Pojam funkcije zahtjeva da članovi skupa budu ured̄eni parovi s odre-
d̄enim svojstvom. Pošto prazan skup nema članova to je automatski
ispunjeno. Dakle, prazan skup jeste funkcija.



286 4. Skupovi

d) to jeste funkcija, i to upravo funkcija kvadriranja s kojom smo započeli
ovaj odjeljak.

e) moramo ispitati jednoznačnost: je li za svaki u = x2 postoji jedinstveni
v = x3 koji je s njim u ured̄enom paru iz danog skupa:

v = x3 = (±
√

u)3 =±u
3
2

Vidimo da su s istim u dva v u paru. Npr. za u = 1 x = ±1→ v = ±1, pa
skupu pripadaju parovi (1,1) i (1,−1). Time je narušena jednoznačnost,
pa ovaj skup nije funkcija.

Y

"Male" funkcije možemo slikovito predstaviti tako da, kao i kod relacija,
objekte koji su u ured̄enom paru povežemo strelicom. Pri tome je ugodno
zasebno nacrtati skup objekata od kojih polazi strelica i skup objekata do
kojih dolazi strelica. Takvu grafičku prezentaciju funkcije nazvat ćemo
dijagram funkcije. Npr. funkciju f = {(1,3),(2,1),(3,1)} ćemo predstaviti
sljedećim dijagramom:

1
2
3

1
2
3

Primjer 4.4.2. Koji od sljedećih dijagrama zadaje funkciju? Prikažite tu
funkciju "službeno" kao skup ured̄enih parova.

a) b)1
2
3

1
1
2

1
2
3

Rješenje: a) Da razne strelice imaju isti kraj
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znači da je raznim objektima pridružen isti objekt. To ne narušava
jednoznačnost, pa je ovaj skup funkcija {(1,1),(2,1),(3,1)}.

b) Da razne strelice imaju isti početak

 

 
 

znači da je istom objektu pridruženo više objekata. Time je narušena
jednoznačnost, pa ovo nije funkcija.

Y

Dijagramski kriterij za funkciju je jasan: dijagram zadaje funkciju↔ ne
postoje dvije strelice s istim početkom

 

  

STOP
nije funkcija

"Velike" funkcije moramo zadavati formulama (otvorenim opisima),
"generatorima" ured̄enih parova koji odred̄uju funkciju. Tako smo npr.
formulom x2 generirali funkciju f = {(x, x2)∣x ∈ R}. Obično govorimo o
funkciji f zadanoj formulom f (x) = x2. što sve može biti formula kojom
zadajemo funkciju nije u matematici jednoznačno odred̄eno. Tu svakako
spadaju sve srednjoškolske formule, ali i puno više od toga.

U matematičkim predmetima funkcije smo naučili zadavati ne samo
formulama već i grafovima. Zadavanje formulama je precizno ali ne i
slikovito, dok zadavanje grafovima nije precizno, ali je slikovito. Na
grafovima možemo vizuelno odrediti mnoga kvalitativna svojstva funkcija a
"ugrubo" i kvantitativna. Ukratko se podsjetimo na jednom primjeru kako
funkciju zadajemo grafički.
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Primjer 4.4.3. Za funkciju zadanu sljedećim grafom odredimo f (1), f (−2),
f (−1) i f (0). Za koji ulaz ćemo dobiti najveći izlaz?

      
-2 -1 1 2 3

   

   

-1

1

2

3

Rješenje: Grafički "ured̄aj" za računanje funkcije je sljedeći. Ulaz x u
funkciju pronad̄emo na x-osi. Od njega krenemo okomito prema grafu. Kad
dod̄emo do grafa skrenemo horizontalno prema y-osi. Broj u koji dod̄emo na
y-osi je tražena vrijednost f (x).

      
               

   

   

   

   

   

   

x

f(x)

Idemo sada redom odrediti tražene vrijednosti:

      
         1 2

   

   

   

   

   

3

2

f (1) = 2
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-2

-1

f (−1) =−2

Za razliku od prethodnog odred̄ivanja vrijednosti funkcije, sad smo od grafa
išli prema dolje, pa je rezultat negativan broj.

      
            -1

   

   

   

   

   

   

f (−1) = 0

Sad nismo trebali od x-osi ići ni prema gore ni prema dolje jer je tu graf
upravo na x-osi. Zato smo samo trebali ići prema y-osi. Dobili smo, naravno,
nulu. Ulazi x za koje je izlaz nula, tj. rješenja uvjeta f (x) = 0, nazivaju se
nultočke funkcije i često su značajne točke funkcije. Grafički nul-točke lako
odredimo: to su presjecišta grafa funkcije s x-osi.

      
               

   

   

   

   

   

1

0

f (0) = 1

Sad, kad smo došli do grafa funkcije nismo trebali ići ni lijevo ni desno
prema y-osi, jer smo već na y-osi i odmah imamo rezultat.
Da bismo odredili za koji ulaz ćemo dobiti najveći izlaz samo trebamo
pronaći najvišu točku na grafu i očitati njenu x koordinatu:
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            2

   

   

   

   

   

3

Ovo je ilustracija za mnoga svojstva funkcija koja se jednostavno vide na
njihovim grafovima. Zato, kao što valja znati čitati zemljopisne karte valja
znati čitati i grafove funkcija. Y

Ne zadaje svaka krivulja funkciju. Kriterij je jednostavan:

Krivulja je graf funkcije↔ svaki okomiti pravac je siječe najviše jednom
(može i ne sjeći).

Primjer 4.4.4. Koji od sljedećih grafova zadaju funkciju

a)

                              

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

b)

                              

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

c)
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Rješenje:

a)

                              

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

jeste graf funkcije

b)

                              

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

x

?

?

nije graf funkcije

c)

jeste graf funkcije

Y

Intuitivno, domena funkcije je skup svih ulaza u funkciju, a skup
vrijednosti (rang, doseg, slika) je skup svih izlaza iz funkcije. Pomoću
ured̄enih parova te pojmove lako definiramo:

Domena funkcije f je skup svih prvih članova ured̄enih parova koji
pripadaju funkciji:

D f = {x∣∃y (x, y) ∈ f }

Rang (skup vrijednosti) funkcije f je skup svih drugih članova
ured̄enih parova koji pripadaju funkciji:

R f = {y∣∃x (x, y) ∈ f }

(oznaka R dolazi od početnog slova engleske riječi range = doseg)

Primjer 4.4.5. Nad̄ite domenu i skup vrijednosti sljedećih funkcija

a) f = {(1,2),(2,3),(3,1)}

b) g = {(1,1),(3,0),(−1,1),(0,1)}

Rješenje: a) D f = {1,2,3} R f = {1,2,3}

b) Dg = {−1,0,1,3} Rg = {0,1} Y
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U prikazu funkcije dijagramom domenu tvore svi objekti od kojih polaze
strelice a skup vrijednosti tvore sve strelice do kojih dolaze strelice:

Primjer 4.4.6. Nad̄ite domenu i skup vrijednosti sljedećih funkcija

a)

1
2
3
4

1
2
3
4

f
b)

1
2
3
4

1
2
3
4

g

Rješenje: a) D f = {1,3,4} R f = {1,2,4}

b) Dg = {1,2,3,4} Rg = {4} Y

U grafičkom prikazu je jednostavno odrediti domenu. Da bismo za neki
ulaz x dobili pripadni izlaz moramo od njega idući prema gore ili prema
dolje doći do grafa funkcije. A to je moguće jedino ako se on nalazi ispod ili
poviše grafa. Drugim riječima:

Domena funkcije je okomita projekcija grafa na x-os.

Isto tako, vrijednosti funkcije dobivamo tako da od neke točke grafa
idemo horizontalno prema y osi. Drugim riječima,

Skup vrijednosti funkcije je okomita projekcija grafa na y-os.

Primjer 4.4.7. Nad̄ite domenu i skup vrijednosti sljedećih funkcija

a)

ln x

b)

x2

c)

√
x
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Rješenje:

a)

D f =< 0,∞ >
R f =R

b)

D f =R
R f = [0,∞ >

c)

D f = [0,∞ >
R f = [0,∞ >

Y

Najpreciznije zadavanje velikih funkcija je formulama, ali je tada i
najteže naći domenu i rang. Pokažimo to na jednom primjeru.

Primjer 4.4.8. Nad̄imo domenu i rang funkcije f zadane formulom f (x) =
1− x
1+ x

na skupu realnih brojeva.

Rješenje: U osnovi, da se zada funkcija mora se zadati pravilo po kojem
ona radi i domena, skup ulaza na koje ćemo primijeniti pravilo. Med̄utim,
kad se zada samo pravilo, podrazumijeva se da domenu tvore svi objekti na
koje je pravilo primjenjivo. Još kažemo da je domena funkcije implicitno

zadana pravilom. U našem slučaju izraz
1− x
1+ x

možemo računati za sve x
osim za x za kojeg je nazivnik jednak nuli: 1+ x = 0. To je ispunjeno za
x =−1. Tako je D f =R∖{−1}.

Da bismo našli rang funkcije trebamo naći sve y za koje postoji x takav da

je y = 1− x
1+ x

. Dakle, trebamo naći sve y za koje jednadžba po x: y = 1− x
1+ x

ima
rješenje. Tako se problem svodi na rješavanje jednadžbe po x u kojoj imamo
parametar y:

y = 1− x
1+ x

∣ ⋅1+ x, x ≠−1

y+ xy = 1− x
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xy+ x = 1− y

x(y+1) = 1− y

Ako y+1 ≠ 0, tj. y ≠ −1 tad jednadžba ima rješenje x = 1− y
y+1

uz uvjet da se

nije baš desilo da je x = −1 jer to ne može biti rješenje. Zato još trebamo

provjeriti dobivamo li za koji y da je −1 = 1− y
y+1

:

−1 = 1− y
y+1

→−y−1 = 1− y→ 0 = 2

Vidimo da nema takvih y, pa za sve y ≠−1 jednadžba ima rješenje. Preostaje
još provjeriti što se zbiva za y =−1

x(y+1) = 1− y
y=−1Ð→ 0 ⋅ x = 2→ nema rješenja

Dakle, R f =R∖{−1}. Y

U matematici se prirodno proučavaju i funkcije s više ulaza jer jedna
veličina obično ovisi o više drugih veličina. Npr. jakost struje I u vodiču ovisi
o naponu U na krajevima vodiča i otporu R vodiča po Ohmovom zakonu:

I = f (U ,R) = U
R

I takva funkcija spada pod našu definiciju: to je skup ured̄enih parova
za koje je jedino specifično to da su prvi članovi takod̄er ured̄eni parovi.
Za primjer promotrimo boolovsku funkciju konjunkcije ∧ koju smo zadali
tablicom

1 0 1
0 0 0
1 0 1

Tablicu jednostavno možemo prevesti u službeni prikaz funkcije kao
skupa ured̄enih parova:

∧ = {((0,0),0),((0,1),0),((1,0),0),((1,1),1)}
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Ulazi i izlazi funkcija mogu biti jako komplicirani, mogu biti čak i
druge funkcije. Npr. derivacija je operacija (funkcija) koja funkciji pridruži
funkciju. Za "mali" primjer uzmimo funkciju min koja svakom nepraznom
podskupu skupa {1,2,3} pridruži najmanji element:

min{({1},1),({2},2),({3},3),({1,2},1),({1,3},1),({2,3},2),({1,2,3},1)}

I na kraju jedna napomena. Koristili smo dva zapisa za situaciju u kojoj
funkcija f ulaz x prebacuje u izlaz y

(x, y) ∈ f ↔ y = f (x)

U prvom zapisu f je ime objekta (funkcije), a u drugom zapisu to je tek
funkcijski simbol koji je povezan s funkcijom. Dakle, isti znak f smo
koristili i kao ime i kao funkcijski simbol. To baš nije korektno (trebali
bismo imati dva znaka), ali je jednostavno i u običnim situacijama je
bezazleno. Ispravno je svakoj funkciji f pridružiti funkcijski simbol F takav
da je

za x ∈D f (x, y) ∈ f ↔ y = F(x)

za x ∉D f F(x) proizvoljno definirana

Obratno, svakom funkcijskom simbolu F možemo na nekom skupu S
pridružiti funkciju f takvu da je

(x, y) ∈ f ↔ x ∈ S i y = F(x)

Bitno je prisustvo skupa S jer, kao i kod relacija, bez prisustva skupa S
takav skup ured̄enih parova ne mora postojati. Kao što ne odred̄uje svaki
uvjet na objekt skup (sjetite se Russellova paradoksa), a uvjet na dva ili
više objekata relaciju, tako i svako pravilo (funkcijski simbol) ne odred̄uje
skup. Npr. pogledajmo funkcijski simbol d pomoću kojega svakoj funkciji f
pridružujemo njenu domenu D f . Ne postoji pripadna funkcija

d = {( f ,D f )∣ f je funkcija}

jer to naprosto nije skup. Na nijednom nivou izgradnje skupova ne možemo
izgraditi takav skup. To je jednostavno dokazati. Kad bi d bila skup, bila bi
i funkcija, pa bi vrijedilo
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(d,Dd) ∈ d

To bi značilo da je izgrad̄ena pomoću sebe same, a to princip iteracije
skupova ne dozvoljava.

4.4.2 Svojstva funkcija

Obično nas zanimaju neki skupovi objekata A i B i tek u tom kontekstu
ispitujemo funkcije koje uzimaju ulaze iz skupa A i daju izlaze u skup
B. U matematičkim predmetima najčešće promatramo funkcije koje realne
brojeve prebacuju u realne brojeve. Pogledajmo npr. funkciju koja studentu
na ovom veleučilištu pridružuje ocjenu is ovog predmeta. Domenu funkcije
tvore oni studenti koji su položili ovaj predmet, ona je podskup skupa
studenata, a skup vrijednosti je podskup skupa ocjena.

Kažemo da je funkcija f funkcija iz skupa A u skup B i pišemo f .A→B
ako je D f ⊆ A i R f ⊆ B. Ponekad se skup B zove kodomenom funkcije.
Za razliku od domene koja je jednoznačno odred̄ena funkcijom, funkcija
ima više (uistinu beskonačno) kodomena. Situacija je ista kao i kod pojma
univerzalnog skupa. Što je kodomena, kao i što je univerzalni skup,
odredimo iz konteksta. Specijalno, ako je D f = A tad još govorimo da je
f funkcija sa skupa A u skup B i pišemo f ∶ A → B. Ova oznaka se često
koristi u standardnom matematičkom kontekstu jer su tu funkcije najčešće
definirane na svakom objektu iz A (kažemo da je funkcija totalna na A).
Med̄utim, u računarstvu su više prisutne funkcije za koje samo vrijedi da su
definirane na nekim objektima iz A. Da bi se to naglasilo još kažemo i da su
parcijalne funkcije iz A u B, ne vodeći brige jesu li možda i više od toga
– totalne. Za tu opću situaciju ne postoji ustaljena oznaka u matematici pa
smo se odlučili na oznaku f .A→B. Ponekad se promatraju i funkcije za koje
je D f ⊇ A. Naša notacija sugerira da takav odnos funkcije i skupa možemo
označavati f .A→B.

Značajni su sljedeći odnosi funkcije i skupova izmed̄u kojih djeluje:

Za funkciju f .A→B kažemo da je

totalna↔D f = A
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surjekcija↔R f =B

injekcija ↔ ∀x1, x2 ∈ D f x1 ≠ x2 → f (x1) ≠ f (x2) (razne ulaze preba-
cuje u razne izlaze)

bijekcija↔ totalna je, surjekcija je i injekcija je

Napomenimo da, osim pojma injektivnosti, ovo nisu svojstva same funkcije
već svojstva odnosa funkcije i skupova izmed̄u kojih djeluje. Riječi surjekcija
i injekcija nam dolaze od francuskih matematičara.

Za male funkcije ovo jednostavno možemo ispitati na dijagramu funkcije
kod kojeg strelice kreću iz skupa A, a završavaju u skupu B:

f je totalna↔ strelice polaze od svih objekata

f je surjekcija↔ strelice dolaze do svih objekata

f je injekcija↔ ne postoje dvije strelice s istim krajem
 

 
 

Primjer 4.4.9. Ispitajmo totalnost, surjektivnost, injektivnost i bijektivnost
funkcija sa A u B zadanih sljedećim dijagramima:

a)

1
2
3

1
2
3

A f B
b)

1
2
3
4

1
2
3

A

f B

c)

1
2
3

1
2
3

A f B

Rješenje: a) totalna je, nije surjekcija, nije injekcija i nije bijekcija

b) nije totalna, surjekcija je, injekcija je i nije bijekcija

c) totalna je, surjekcija je, injekcija je i bijekcija je. Y
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Na grafovima funkcija takod̄er je lako vidjeti ova svojstva

f je totalna↔ projekcija grafa na x-os je cijela x-os

f je surjekcija↔ projekcija grafa na y-os je cijela y-os

f je injekcija↔ svaki horizontalni pravac ili nema ili ima najviše jednu
zajedničku točku s grafom funkcije

Primjer 4.4.10. Ispitajmo totalnost, surjektivnost, injektivnost i bijektiv-
nost funkcija sa R u R zadanih sljedećim grafovima:

a)

x2

b)

√
x

c)
ex

d)

x3

Rješenje: a) totalna je, nije surjekcija, nije injekcija i nije bijekcija

b) nije totalna, nije surjekcija, injekcija je i nije bijekcija

c) totalna je, nije surjekcija, injekcija je i nije bijekcija

d) totalna je, surjekcija je, injekcija je i bijekcija je. Y
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Kad je funkcija zadana formulom ova svojstva je teže ispitati:

f je totalna↔ formula je primjenjiva za svaki x iz A

f je surjekcija↔ jednadžba po x y = f (x) ima rješenje za svaki y iz B

f je injekcija ↔ ∀x1, x2 ∈ D f x1 ≠ x2 → f (x1) ≠ f (x2) ↔ ∀x1, x2 ∈
D f f (x1) ≠ f (x2) → x1 ≠ x2 → f (x1) (ove tvrdnje su logički ekviva-
lentne, prva je definicija injektivnosti, a druga je jednostavnija za
ispitati jer je lakše raditi s jednakostima nego nejednakostima)

Primjer 4.4.11. Ispitajmo totalnost, surjektivnost, injektivnost i bijektiv-
nost funkcija sa R u R zadanih sljedećim formulama:

a) f (x) = x2

b) f (x) = ln x

c) f (x) = x3+ x

Rješenje: a) totalnost: pošto možemo svaki broj kvadrirati funkcija je
totalna

surjektivnost: trebamo vidjeti postoji li za svaki y rješenje po x jednadžbe
y = x2. Za y =−1 ta jednadžba nema rješenja, pa funkcija nije surjekcija

injektivnost: ova funkcija nije injektivna, jer za x1 = 1 i x2 =−1 je x2
1 = x2

2

Iz prethodnog slijedi da nije ni bijekcija.

b) totalnost: Logaritmirati možemo samo pozitivne brojeve pa ova funkcija
nije totalna

surjektivnost: Riješimo po x jednadžbu s parametrom y y = ln x

ln x = y ∣e
x = ey

Pošto za svaki y jednadžba ima rješenje ova funkcija je surjekcija.

injektivnost: ln x1 = ln x2 ∣2→ x1 = x2. Dakle, injektivna je.

Pošto funkcija nije totalna nije ni bijekcija.
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c) totalnost: pošto pravilo možemo primijeniti na svaki broj funkcija je
totalna

surjektivnost: trebamo vidjeti postoji li za svaki y rješenje po x jednadžbe
y = x3 + x. To je jednadžba trećeg stupnja po x i nju nije lako riješiti.
Za razliku od formule za rješavanje kvadratne jednadžbe ova formula je
mnogo kompliciranija pa je nećemo ovdje koristiti. Umjesto toga pozvat
ćemo u pomoć matematičku analizu ovih funkcija (čitatelj koji nije s
tim upoznat nek preskoči ovaj primjer ili neka mu bude motivacija za
izučavanje matematičke analize):

lim
x→∞

x3+ x = lim
x→∞

x3(1+ 1
x2 ) =∞

lim
x→−∞

x3+ x = lim
x→−∞

x3(1+ 1
x2 ) =−∞

Vidimo da za sve veće ulaze funkcija poprima neograničeno velike izlaze,
a za sve manje ulaze neograničeno male izlaze. Pošto je neprekidna, po
teoremu o med̄uvrijednostima neprekidne funkcije, ona poprima i sve
vrijednosti izmed̄u tih vrijednosti, pa je surjekcija.

injektivnost: Neka je x3
1 + x1 = x3

2 + x2. Moramo zaključiti da je x1 = x2.
Kad bi bilo npr. x1 < x2 tad bi bilo i x3

1+x1 < x3
1+x2. Dakle, to nije moguće.

Isto tako ne može biti ni da je x2 < x1. Dakle, mora biti x1 = x2. Tako je
funkcija injekcija.

Iz prethodnog slijedi da je funkcija bijekcija.

Y

U prethodnom primjeru u rješavanju smo koristili inverzne operacije.
Npr. logaritmiranje po bazi e smo eliminirali eksponenciranjem po bazi e.
Smisao inverzne funkcije neke funkcije je da ona vraća njen izlaz nazad
u ulaz. To znači da drugom članu para ona pridružuje prvi član. Kao i
kod inverzne relacije naprosto moramo zamijeniti mjesta članovima svakog
para.

inverz funkcije f je f −1 = {(x, y)∣(y, x) ∈ f }

No problem je da to ne mora biti funkcija. To jeste skup ured̄enih parova, ali
ne mora vrijediti jednoznačnost. Pogledajmo npr. funkciju zadanu sljedećim
dijagramom
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1
2
3

1
2
3

f

Njen inverz dobivamo tako da obrnemo strelice

f -1
1
2
3

1
2
3

No vidimo da f −1 nije funkcija jer nema jednoznačnosti: od broja 2 strelice
idu i prema 1 i prema 3.

Kažemo da je funkcija f invertibilna ili da ima inverznu funkciju↔
f −1 je funkcija. Tada za f −1 kažemo da je inverzna funkcija od f .

Kriterij za invertibilnost je jednostavan:

funkcija ima inverznu funkciju↔ injekcija je

Primjer 4.4.12. Ispitajmo jesu li sljedeće funkcije invertibilne i, ako jesu,
nad̄imo im inverznu funkciju:

a) f = {(1,2),(2,3),(3,2)}

b) f = {(1,0),(0,−1),(−1,1)}

c)

1
2
3
4

1
2
3
4

A
f

B
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d)
f(x)

e) f (x) = 3+2ln x

Rješenje: a) Funkcija preslikava i 1 i 3 u 2 pa nije injekcija, a tako ni
invertibilna.

b) Funkcija je injekcija, pa je invertibilna. Inverzna funkcija joj je f −1 =
{(0,1),(−1,0),(1,−1)}.

c) Funkcija je injekcija, pa je invertibilna. Dijagram inverzne funkcije ćemo
dobiti tako da okrenemo strelice:

1
2
3
4

1
2
3
4

A f -1 B

d) Funkcija je injekcija, pa je invertibilna. Možemo smatrati da je graf
funkcije ujedno i graf inverzne funkcije, ali u drugačijem dogovoru po
kojem ulaze uzimamo na y-osi a izlaze na x-osi:

f-1(x)

y

x
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No da bismo se vratili na standardni prikaz po kojem ulaze uzimamo na
horizontalnoj osi samo trebamo zarotirati graf oko pravca y = x:

f-1(x)

f(x)

y = x

e) funkcija f (x) = 3+2ln x je stalno rastuća, pa je injekcija, jer veći ulaz
prebacuje u veći izlaz. Pravilo za inverznu funkciju ćemo naći na sljedeći
način. Funkcija f prebacuje ulaz x u izlaz y:

y = 3+2ln x

Inverzna funkcija radi obratno, prebacuje y nazad u x. Da bismo našli
njeno pravilo trebamo vidjeti što treba raditi s y da se dobije x. Drugim
riječima treba iz prethodne jednakosti x prikazati pomoću y:

3+2ln x = y ∣ −3

2ln x = y−3 ∣ ∶ 2

ln x = y−3
2

∣e

x = e
1
2(y−3)

Dobili smo pravilo za inverznu funkciju

f −1 = e
1
2(y−3)

Za ovisnike o x možemo to pravilo i ovako zapisati

f −1 = e
1
2(x−3)

Y

Evo nekih očiglednih svojstava inverzne funkcije

1. funkcije f i f −1 su med̄usobno inverzne, tj. ( f −1)−1 = f .

2. y = f (x)↔ x = f −1(y)
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3. Kad se med̄usobno inverzne funkcije primjene uzastopno poništavaju
se:

f ( f −1(x)) = x

f −1( f (x)) = x

(to se koristi u rješavanju jednadžbi)

Uzastopna primjena dviju funkcija vodi nas pojmu kompozicije funkcija.
Ako objektu x po funkciji f pridružimo objekt y, a objektu y po funkciji g
objekt z, ukupan je učinak da smo objektu x pridružili objekt z. Dobili smo
novu funkciju za koju kažemo da je nastala komponiranjem funkcija g i f i
koju označavamo g ○ f :

x
f
((

g ○ f

88y
g
(( z

Formalna definicija je sljedeća:

Kompozicija funkcija g i f je funkcija g ○ f = {(x, z)∣∃x (x, y) ∈ f i
(y, z) ∈ g}

Jednostavnije rečeno, to je funkcija koja radi po sljedećem pravilu: g ○ f =
g( f (x))

Primjer 4.4.13. Neka je A = {1,2,3,4} i neka su f , g ∶ A → A sljedeće
funkcije: f = {(1,1),(2,4),(4,1)} i g = {(1,4),(3,2),(4,3)}. Nad̄imo:

a) g ○ f

b) f ○ g

c) f ○(g ○ f )

d) ( f ○ g)○ f

Rješenje: Mada možemo direktno nalaziti ured̄ene parove kompozicije
pomoću ured̄enih parova funkcija koje komponiramo, za male funkcije je to
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jednostavnije raditi pomoću dijagrama. Tu naprosto nadovezujemo strelicu
na strelicu:

a)

1
2
3
4

1
2
3
4

f
1
2
3
4

g

Funkcija g ○ f ništa ne pridružuje broju 1 jer od njega strelica vodi do 2 na
kojeg se ne nastavlja nijedna strelica. Broju 2 pridružen je broj 3 jer od
njega vodi strelica do 4 na koju se nastavlja strelica do 3, itd:

g ◦ f
1
2
3
4

1
2
3
4

g ○ f = {(2,3),(4,4)}

Primijetimo da mada je u zapisu kompozicije prvo g pa f , kad crtamo
dijagrame prvo nacrtamo dijagram za f pa tek onda za g. Razlog je tome što
dijagrame crtamo slijeva na desno, pa je prva funkcija lijevo, dok u zapisima
funkcije primjenjujemo na desno (npr. pišemo ln(x), a ne (x) ln) pa je prva
funkcija desno.

b)

1
2
3
4

1
2
3
4

g
1
2
3
4

f

komponiranje strelica nam daje



306 4. Skupovi

f ◦ g
1
2
3
4

1
2
3
4

g ○ f = {(1,1),(3,4)}

Na ovom se primjeru možemo uvjeriti da za kompoziciju funkcija općenito
ne vrijedi komutativnost.

c) i d) Kad komponiranje radimo na dijagramima komponiranjem strelica
jasno je da vrijedi asocijativnost f ○(g ○ f ) = ( f ○ g)○ f

1
2
3
4

1
2
3
4

f
1
2
3
4

g
1
2
3
4

f

1
2
3
4

1
2
3
4

f ○(g ○ f ) = ( f ○ g)○ f = {(4,1)}. Y

Kad su funkcije zadane formulama tada se komponiranje funkcija svodi
na sljedeće komponiranje formula. Neka je npr. f (x) = x2 i g(x) = x+2. Tada
je

g ○ f (x) = g( f (x)) = g(x2) = x2+2

Kompozicija funkcije kvadriraj i funkcije dodaj 2 je funkcija kvadriraj pa
dodaj 2. Kad gledamo što smo radili s pravilima vidimo da smo u drugom
pravilu na mjesto x supstituirali prvo pravilo
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f (x) = x2

��
g(x) = x +2

g ○ f (x) = x2 +2

Primjer 4.4.14. Za funkcije f , g ∶R→R zadane formulama f (x) = 1
x

, g(x) =
x2+ x nad̄imo:

a) f ○ g b) g ○ f c) f ○ f d) g ○ g e) g ○ f ○ g.

Rješenje: a) f ○ g(x) = f (g(x)) = f (x2+ x) = 1
x2+ x

b) g ○ f (x) = g( f (x)) = g(1
x
) = (1

x
)

2
+ 1

x
= x+1

x2

c) f ○ f (x) = f ( f (x)) = f (1
x
) = 1

1
x

= x

Da je f ○ f (x) = x znači da je funkcija sama sebi inverzna funkcija. To je
i inuitivno jasno. Kako ćemo od recipročnog broja dobiti početni broj? Pa
tako da još jednom zamijenimo mjesta brojnika i nazivnika.

d) g ○ g(x) = g(g(x)) = g(x2+ x) = (x2+ x)2+ (x2+ x) = x4+2x3+ x2+ x2+ x =
x4+2x3+2x2+ x

e) g ○ f ○ g(x) = g( f (g(x))) = g( f (x2 + x)) = g( 1
x2+ x

) = ( 1
x2+ x

)
2
+ 1

x2+ x
=

1+ x2+ x
(x2+ x)2 .

Y

Na primjerima smo vidjeli, a to de naravno može i dokazati (pokušajte)
da kompozicija funkcija nije komutativna, ali je asocijativna operacija. Ta-
kod̄er dijeli i neka druga elementarna svojstva množenja brojeva. Funkcija
identitet id(x) = x se ponaša kod komponiranja kao i jedinica kod množenja
brojeva
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id ○ f = f ○ id = f

a inverzna funkcija, ako postoji, kao inverzni broj:

f−1 ○ f = f ○ f−1 = id

Ta elementarna svojstva dijele mnoge operacije i o tome ćemo više pričati u
cjelini 4.5.

Djelovanje funkcije na neke objekte generira i odred̄eno djelovanje na
skupove tih objekata. Kao što se svaki objekt x preslikava u f (x) tako se i
skup objekata S preslikava u skup preslikanih objekata, tzv. sliku skupa
S po funkciji f :

f [S] = { f (x)∣x ∈ S}

. Npr. za funkciju kvadriranja f je f [{−1,0,2}] = {0,1,4}. Isto tako se nekad
gleda i praslika skupa skupa S po funkciji f :

f −1[S] = {x∣ f (x) ∈ S}

. Npr. za funkciju kvadriranja f je f −1[{0,1,4}] = {−2,−1,0,1,2}.

4.4.3 Ekvipotentnost

U ovoj knjizi nas teorija skupova zanima prije svega kao osnovna
matematička teorija u kojoj možemo modelirati sve druge matematičke
zamisli. Med̄utim, teorija skupova ima i svoju vlastitu matematiku koja
je itekako primjenljiva. U ovom ćemo odjeljku pokazati (vrlo elementarno)
jednu takvu matematiku, matematiku beskonačnosti. Ona je vezana
za sam nastanak teorije skupove i žučne rasprave (= svad̄e) koje su se
vodile oko nje. Na kraju ćemo pokazati jednu neočekivanu primjenu
na računarstvo (zbog napetosti radnje zasad ćemo je držati u tajnosti).
Nadamo se da će nakon ovog poglavlja čitatelju biti jasnije zašto je poznati
matematičar David Hilbert, braneći teoriju skupova uskliknuo Nitko nas
neće istjerati iz Cantorovog raja.

Georg Cantor se šezdesetih godina 19. stoljeća uspješno bavio jed-
nom od najpraktičnijih matematičkih teorija, tzv Fourierovom analizom
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funkcija. Sasvim zanimljivi dio matematike koji bi mu priskrbio cijenjenu
matematičku karijeru. Med̄utim, analiza jednog problema zahtjevala je
od njega da rješenje traži u koracima: prvo rješenje, drugo rješenje, stoto
rješenje, n - to rješenje,... . Što je dalje išao dobijao je sve bolja rješenja. Za
svako rješenje Rn imao je pravilo koje će mu dati bolje rješenje Rn+1. Tako
je dobio beskonačan niz rješenja. Ništa neobično za to doba. Beskonačnost
se nije prihvaćala kao nešto završeno već kao potencijalno beskonačno,
u smislu da uvijek možemo (teorijski) učiniti još jedan korak dalje. Tako je
i ovaj niz Cantorovih koraka tvorio jednu takvu potencijalnu beskonačnost.
Med̄utim, Cantor je uvidio da koristeći sva dobivena rješenja može dobiti
još bolje rješenje. Nakon beskonačnog niza tzv finitnih koraka (prvi, drugi,
n-ti,...) zamislio je sljedeći korak, prvi transfinitni korak, koji mu je
dao još bolje rješenje. Dok smo finitne korake numerirali standardnim
(ordinalnim) brojevima, ovaj transfinitni korak, mora biti numeriran novim
brojem, prvim transfinitnim ordinalom koji je nazvan ω. Njime je Cantor
definitivno zakoračio u svijet aktuelne beskonačnosti. Sad ga više
ništa nije moglo zaustaviti. Nastavio je koračati dalje. Ne samo da mu
svaki korak omogućuje da napravi sljedeći korak (finitni skok) već mu i
odred̄eni beskonačni skupovi koraka omogućuju da napravi sljedeći korak
(tzv. trasfinitni skok). Ovakve brojeve kojima numeriramo finitne i
transfinitne skokove nazivamo ordinali i prirodan su nastavak prirodnih
brojeva. U teoriji skupova ordinali se mogu precizno definirati no mi se
nećemo time baviti. Ovdje nam je samo važno da se Cantor pomoću ordinala
počeo penjati u raj (čitatelju ovo može više ličiti na pakao):

0,1, . . . ,n, . . . ,w,w+1, . . . ,w+n, . . . ,w+w = 2w,

. . . ,3w, . . . ,nw, . . . ,w ⋅w =w2, . . . ,w3, . . . ,wn,

. . . ,ww, . . . ,w2w, . . . ,wnw,ww⋅w =ww2
, . . . ,wwn

, . . . ,

www
(dobro, neću dalje)

Svi ordinali ispred kojih nije stavljen zarez su transfinitni ordinali. Dok
finitni ordinal slijedi nakon prethodnog ordinala, transfinitni ordinal slijedi
nakon cijelog skupa ordinala u kojem nema zadnjeg ordinala. Tako je npr.
ωω prvi ordinal nakon beskonačno ordinala oblika ωn zajedno s ordinalima
koji su ispred nekog ωn.

Ordinali su motivirali Cantora na istraživanje beskonačnog. Ma koliko
izgledali neobični oni su tek, mogli bismo reći, gotovo bezazleni početak
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beskonačnosti. Pravi ključ za analizu beskonačnog Cantor je otkrio u
jednom drugom pojmu, pojmu ekvipotentnosti i s njim povezanom pojmu
kardinalnog broja. Taj pojam je vezan s našim prvim matematičkim
aktivnostima. Brojanjem mogu utvrditi da nas u obitelji ima 4 (ne
računajući psa). Isto tako brojanjem mogu utvrditi da u blagovaoni imamo
4 stolice. To znači stolica ima isto kao i članova obitelji. No za to nam nisu
trebali brojevi. Kad sjednemo ručati svatko sjedne na točno jednu stolicu
i ne ostane slobodnih stolica. Sjedajući za ručak uspostavimo bijekciju
izmed̄u skupa članova obitelji i skupa stolica. Ako bi prilikom sjedanja za
ručak preostalo stolica, tad bismo uspostavili tek injekciju izmed̄u ta dva
skupa, a kad bismo zbog nedostatka stolica bili natjerani da više nas dijeli
istu stolicu, tad bismo uspostavili tek surjekciju izmed̄u ta dva skupa.

Kažemo da su skupovi A i B ekvipotentni (imaju isto elemenata) i
pišemo A ∼B ako postoji bijekcija f .A→B.

Kažemo da je skup A dominiran skupom B (ima manje ili jednako
elemenata) i pišemo A ⪯B ako postoji totalna injekcija f ∶ A→B.

Kažemo da skup A dominira skupom B (ima više ili jednako elemenata)
i pišemo A ⪰B ako postoji surjekcija f .A→B.

Kažemo da je skup A striktno dominiran skupom B (ima manje
elemenata) i pišemo A ≺B ako A ⪯B i A /∼B.

Kažemo da skup A striktno dominira skupom B (ima više elemenata)
i pišemo A ≻B ako A ⪰B i A /∼B.

Naše iskustvo (van matematike) vezano je za konačne skupove:

Skup S je konačan ako postoji prirodan broj n takav da ga njime
možemo prebrojati, S ∼ {1,2, . . .n} (za prazan skup brojanje daje rezultat
0) . U protivnom kažemo da je skup beskonačan.

Poslije ćemo u podcjelini 4.5.2 detaljnije analizirati šta su u stvari prirodni
brojevi i kako ih možemo realizirati u teoriji skupova. Može se dokazati
(nije posve jednostavno) ono što nam je iskustveno jasno, da za konačan
neprazan skup S postoji točno jedan prirodni broj n takav da je S ∼
{1,2, . . .n} (za prazan skup uzimamo broj 0). Taj broj nazivamo broj
elemenata ili kardinalni broj skupa S i označavamo ∣S∣. Ovakvu ulogu
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prirodnih brojeva, kao mjera veličine skupa zovemo kardinalnost. Lako
se može pokazati ono što koristimo od malena, da se odnosi med̄u konačnim
skupovima mogu izraziti odnosima med̄u njihovim kardinalnostima:

1. A ∼B ↔ ∣A∣ = ∣B∣

2. A ⪯B ↔ ∣A∣ ≤ ∣B∣

3. A ≺B ↔ ∣A∣ < ∣B∣

4. A ⪰B ↔ ∣A∣ ≥ ∣B∣

5. A ≻B ↔ ∣A∣ > ∣B∣

Postoje li uopće beskonačni skupovi? Skup N svih prirodnih brojeva
je takav skup. Intuitivno je jasno, a može se i dokazati, da on nije
ekvipotentan nijednom skupu {1,2, . . .n}. No, možemo li kolekciju svih
prirodnih brojeva uopće smatrati skupom? Poslije ćemo vidjeti kako u
teoriji skupova možemo izgraditi svaki prirodan broj. Po principu iteracije
tad možemo zamisliti i skup svih prirodnih brojeva. Možemo li? I po
principu apstrakcije N se čini dobrom kolekcijom, jer je zadan jednostavnim
uvjetom x je prirodan broj (poslije ćemo vidjeti kako taj uvjet možemo
algoritamski provjeriti). S druge pak strane nigdje u prirodi, koliko
znamo o njoj, nema beskonačnih skupova. Beskonačni skupovi moraju
postojati u nekom drugom smislu nego kao što npr. ja postojim. U kojem
smislu onda oni postoje? Uvod̄enjem beskonačnih skupova u matematiku
Cantor se zamjerio mnogim poznatim matematičkim autoritetima, koji su
prihvaćali samo potencijalnu beskonačnost, i mnogim poznatim teolozima
koji su smatrali da beskonačno pripada Bogu a ne čovjeku. Već je i
sama potencijalna beskonačnost idealizacija onog što nalazimo u prirodi.
No, matematiku nije teško razumjeti kao idealizaciju stvarnog. Ali kako
razumjeti da je predmet matematike beskonačan skup, nešto što ne postoji
u prirodi? Pogotovo što su takvi skupovi u najmanju ruku neobični.
Pogledajmo npr. skup svih kvadrata prirodnih brojeva: 0, 1, 4, 9, ..., n2,....
On je podskup skupa prirodnih brojeva koji je ekvipotentan skupu prirodnih
brojeva!

0 1 2 3 n
↓ ↓ ↓ ↓ ⋯ ↓ ⋯
0 1 4 9 n2
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Funkcija f (n) = n2 je bijekcija ova dva skupa. Ovo opažanje se zove
Galilejev paradoks jer je u suprotnosti s našim iskustvom o (konačnim)
skupovima.

Usprkos velikom protivljenju koje mu je donijelo probleme i u prak-
tičnom životu, Cantor nije odustao i matematička zajednica je na kraju
prihvatila teoriju beskonačnih skupova, ne toliko zbog njene filozofske
zasnovanosti, koliko zbog njene elegantnosti i korisnosti. Cantorova izjava
Bit matematike je u njenoj slobodi postala je moto moderne matematike,
iako ima i danas onih koji je (s valjanim razlozima) ne prihvaćaju. Po
suvremenom gledanju, u matematici možemo stvarati svakakve zamisli,
samo da su konzistentne (ah, ali to uglavnom ne možemo dokazati - sjetimo
se Gödela). Ako su te zamisli elegantne i upotrebljive u analizi i kontroli
ljudskog djelovanja tad one zasigurno tvore dobru matematiku. No, da
bismo mogli stvarati takve zamisli, osnovna matematička teorija, teorija
skupova mora biti maksimalno slobodna. Po principu iteracije moramo
dopustiti postojanje skupova čije smo elemente već prihvatili,
bez obzira na način kako ih možemo kontrolirati. Ovo odvajanje
matematike od realnosti i sloboda koju je tako dobila pokazalo se veoma
plodnim i omogućilo njen do tada neslućen razvoj. No ne zaboravimo, veća
sloboda zahtjeva i veću svijest i odgovornost. Sve u svemu, ma kako bilo,
ako u matematici želimo biti moderni, ali ne i buntovni, ili ne daj bože
reakcionarni, ne preostaje nam ništa drugo nego da prihvatimo beskonačan
skup prirodnih brojeva. Dalje čuda sama od sebe dolaze.

Beskonačni skupovi su i skup cijelih, racionalnih i realnih brojeva,
skup točaka u ravnini, kao i skup stringova nad konačnim alfabetom.
Prije nego utvrdimo njihove med̄usobne odnose navedimo osnovna svojstva
dominiranja i ekvipotentnosti.

1. A ∼ A

2. A ∼B → B ∼ A

3. A ∼B ∧ B ∼C → A ∼C

4. A ⪰B ↔ B ⪯ A

5. A ⪯ A

6. A ⪯B ∧ B ⪯ A → A ∼B
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7. A ⪯B ∧ B ⪯C → A ⪯C

8. A ⪯B ∨ B ⪯ A

9. A1 ∼ A2∧ B1 ∼B2∧ A1 ⪯B1 → A2 ⪯B2

Običnim riječima, ona kažu da skupove možemo podijeliti u klase
med̄usobno ekvipotentnih skupova (svojstva 1–3) i da te klase možemo
linearno poredati od klasa skupova s manje elemenata prema klasama
skupova s više elemenata (svojstva 5 - 8). Za konačne skupove ta je
svojstva lako dokazati. Med̄utim, za beskonačne skupove neka od njih je
teško dokazati. Takvo je npr svojstvo 6 koje ima još i svoje ime, Cantor
– Bernsteinov teorem, i kojeg ćemo ubuduće koristiti, ali i svojstvo 8,
usporedivost kardinala, koje je ekvivalentno tzv. aksiomu izbora. To je još
jedan od često osporavanih aksioma teorije skupova. Neka imamo skup
parova cipela. Jednostavno možemo opisati skup koji sadrži točno jednu
cipelu iz svakog para (kažemo da smo uradili izbor). Npr. to je skup svih
lijevih cipela. Ali, što ako imamo skup parova čarapa? Kako sad opisati
skup C koji sadrži točno jednu čarapu iz svakog para? Pošto u paru ne
možemo razlikovati lijevu od desne čarape, nemamo pravilo izbora po jedne
čarape iz svakog para. Nemamo način da opišemo taj skup. Jedino, što
možemo uraditi, to je ići od para do para i uzimati po jednu čarapu. To
je u redu ako je skup konačan. Ali ako je beskonačan, kako tad ’izgraditi’
traženi skup. Zbog nepostojanja pravila za dobijanje takvog skupa, njegovo
postojanje je takod̄er bilo predmet spora. No, po principu iteracije (pri čemu
ne vodimo brige kako neki skup specificirati), ako več imamo izgrad̄en skup
parova čarapa, tad već imamo izgrad̄ene sve čarape i od njih možemo graditi
razne skupove, izmed̄u ostalog i skup C koji ima točno jednu čarapu iz
svakog para (naravno, ima više takvih skupova). To je sadržaj aksioma
izbora: za zadani skup nepraznih skupova postoji skup koji sa
svakim od tih skupova ima točno jedan zajednički član.

Već znamo početnu ljestvicu klasa ekvipotentnosti. Na početku su
skupovi s nula elemenata (koliko ih ima? - lako pitanje), zatim slijede
skupovi sa po jednim elementom (koliko ih ima? - teško pitanje), pa sa po 2
elementa, ..., pa sa po n elemenata,... Nakon svih konačnih skupova dolaze
beskonačni skupovi. Jedan smo već razmatrali, skup N svih prirodnih
brojeva. Štoviše, skup prirodnih brojeva je najmanji beskonačni skup. U
to se možemo lako intuitivno uvjeriti (pravi dokaz zahtjeva aksiom izbora).
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Neka imamo bilo koji drugi beskonačni skup B. Krenemo li mu prebrajati
elemente nećemo stati na nijednom prirodnom broju, nego ćemo generirati
injekciju sa skupa pozitivnih prirodnih prirodnih brojeva N+ u B. Dakle,
N+ ⪯ B. Ovdje imamo jedan mali tehnički detalj. Mada u prebrajanju
počinjemo od nule, stanja prije početka brojanja, brojanjem uspostavljamo
vezu sa pozitivnim prirodnim brojevima (1,2,3,...). Med̄utim, N+ i N su
ekvipotentni jer imamo bijekciju b ∶N+→N, b(n) = n−1. Zato svugdje kod
usporedbe skupova možemo zamjeniti N+ sa N. Tako i ovdje, iz N+ ⪯ B
možemo zaključiti i da je N ⪯ B. Za skup koji je ekvipotentan skupu
prirodnih brojeva kažemo da je beskonačno prebrojiv a za skup koji je
konačan ili beskonačno prebrojiv kažemo da je prebrojiv.

Skup stringova nad konačnim alfabetom je beskonačno prebrojiv. String-
ova duljine n je konačno. Ako alfabet sadrži z znakova, tad riječi duljine n
ima zn (zašto?). Sad idemo prebrajati sve stringove. Brojanje ćemo početi
od praznog stringa, zatim ćemo brojati stringove duljine 1, pa stringove
duljine 2, pa,... . Na taj način ćemo doći do bilo kojeg stringa i nikad nećemo
prestati brojati. Drugim riječima, uspostavljamo bijekciju izmed̄u skupa
svih stringova i skupa prirodnih brojeva.

Skup programa nekog standardnog programskog jezika npr. jezika C,
je beskonačno prebrojiv. Zaista, programski jezik ima konačni alfabet, pa
je, po prethodnom, skup stringova nad njim prebrojiv. Možemo ih zamisliti
poredane u beskonačnu listu. Pustimo compiler tog programskog jezika na
prvom stringu, pa na drugom, pa na trećem, itd. Compiler će nam za svaki
string reći je li program ili nije. Tako ćemo pronaći prvi program, drugi
program, itd. Programa je beskonačno (uvijek npr. postojećem programu
možemo dodati još jednu naredbu), pa ovo prebrajanje programa nikada
neće stati. Nadalje svaki je program neki string do kojeg ćemo jednom doći
u prebrajanju. Tako kompajliranjem i prebrajanjem otkrivenih programa
generiramo bijekciju izmed̄u pozitivnih prirodnih brojeva i programa.

Pogledajmo sad naizgled veće skupove.

Unija dva beskonačno prebrojiva skupa je beskonačno prebrojiva. Ta
unija sigurno ima više ili jednako elemenata od N , pa nam je po Bernstein –
Cantorovom teoremu dovoljno pokazati da ima manje ili jednako elemenata
od N. Pošto su skupovi beskonačno prebrojivi članove im možemo nizati
(prebrajati):
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prvi skup: a1,a2, . . .

drugi skup: b1,b2, . . .

Ali sad možemo nizati (prebrajati) i njihovu uniju:

a1,b1,a2,b2, . . .

Ovo nizanje je surjekcija (jer skupovi mogu imati zajedničkih elemenata)
sa skupa pozitivnih prirodnih brojeva u uniju ovih skupova pa je ta unija
dominirana s N+, a tako i s N.

Skup cijelih brojeva Z je beskonačno prebrojiv. Pošto je skup prirodnih
brojeva podskup skupa cijelih brojeva to jeN ⪯Z (zašto?). Sad ćemo pokazati
da vrijedi i obratno. Svaki cijeli broj možemo zapisati pomoću znaka ’-’ i
deset dekadskih znamenki. Npr. cijeli broj -31 zapisujemo redom pomoću
znakova ’-’,’3’ i ’1’. Tako svakom cijelom broju možemo pridružiti jedan
string nad konačnim alfabetom. Ovo pridruživanje je injekcija pa cijelih
brojeva ima manje ili jednako stringovima nad konačnim alfabetom. A ovih
ima koliko i prirodnih brojeva pa je Z ⪯N. Tako smo dokazali i da je N ⪯ Z
i da je Z ⪯N. Po Cantor – Bernsteinovom teoremu možemo zaključiti da je
Z ∼N.

Skup racionalnih brojeva je beskonačno prebrojiv. Skup prirodnih
brojeva podskup je skupa racionalnih brojeva pa je N ⪯ Q. S druge pak
strane svaki racionalni broj možemo zapisati pomoću znakova ’-’,’/’ i deset
dekadskih znamenki. Tako je npr. racionalni broj -2/3 zapisan redom
pomoću znamenki ’-’, ’2’. ’/’ i ’3’. No, isti broj možemo zapisati i drugačije.
Npr. -2/3 = -6/9. Ali svakom racionalnom broju možemo jednoznačno
pridružiti zapis u obliku neskrativog razlomka u kojem brojnik i nazivnik
nemaju zajedničkih djelitelja osim 1, pri čemu cijele brojeve zapisujemo s
nazivnikom 1. Ovo pridruživanje je injekcija skupa racionalnih brojeva
u skup stringova nad konačnim alfabetom, pa je Q ⪯ N. Po Cantor –
Bensteinovom teoremu to znači da je Q ∼N.

Skup algebarskih brojeva je beskonačno prebrojiv. Za realni broj kažemo
da je algebarski broj ako je rješenje polinomne jednadžbe s cjelobrojnim
koeficijentima i jednom nepoznanicom. Takva je npr. jednadžba −2x2 +
3x − 1 = 0. Svi racionalni brojevi su algebarski, jer je npr. 2/3 rješenje
jednostavne algebarske jednadžbe 3x − 2 = 0. Isto tako su i svi korijeni
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cijelih brojeva algebarski. Npr.
√

2 je rješenje algebarske jednadžbe
x2 − 2 = 0. Algebarski brojevi imaju dobro svojstvo da preko jednadžbi
kojima su rješenje možemo nešto saznati o njima. Sad ćemo opisati jedno
prebrajanje algebarskih brojeva. Ako nepoznanicu označimo sa x tad svakoj
polinomnoj jednadžbi anxn + an−1xn−1 + . . .+ a1x+ a1 = 0 možemo pridružiti
zapis lijeve strane jednadžbe koji je, ako spustimo eksponente, string nad
alfabetom sastavljenim od dekadskih znamenki i znakova ’+’, ’-’ i ’x’. Tako
npr. jednadžba −2x2 + 3x − 1 = 0 odred̄uje string ’−2x2 + 3x − 1’. Ovo je
injekcija u skup stringova nad konačnim alfabetom, pa je skup algebarskih
jednadžbi dominiran skupom prirodnih brojeva. Med̄utim, jasno je da je
algebarskih jednadžbi beskonačno pa njih ima koliko i prirodnih brojeva
(jer je skup prirodnih brojeva najmanji beskonačni skup). Tako imamo
prebrajanje (bijekciju) skupa algebarskih jednadžbi. Ono će nam pomoći
da prebrojimo algebarske brojeve, zahvaljujući tome da svaka algebarska
jednadžba ima konačno realnih rješenja (moguće i nijedno). Algebarske
brojeve ćemo prebrajati tako da ćemo krenuti od prve algebarske jednadžbe
i prvo prebrojiti njena rješenja, pa onda od druge i prebrojiti njena rješenja
koja već nisu prebrojena, itd. Pošto je algebarskih brojeva beskonačno (jer u
sebi sadrže npr. racionalne brojeve) ovo prebrajanje nikad neće stati a svaki
algebarski broj će jednom biti prebrojen. Tako ovo prebrajanje uspostavlja
bijekciju izmed̄u skupa prirodnih brojeva i skupa algebarskih brojeva.

Dosad smo susretali samo jednu beskonačnost, beskonačnost kojoj je
prototip skup prirodnih brojeva. Kad bi postojala samo takva beskonačnost
to ne bi izazvalo veliku reakciju ni kod matematičara ni kod teologa.
Med̄utim Cantor je pokazao da postoje i veće beskonačnosti. Štoviše, iz toga
je dobio jednostavno rješenje jednog teškog matematičkog problema.

Skup realnih brojeva R nije prebrojiv: N ≺ R. Pošto R sadrži prirodne
brojeve to je N ⪯ R. Med̄utim, Cantor je pokazao da on nije ekvipotentan
N. To je pokazao jednim originalnim argumentom, koji se poslije često
koristio za dokazivanje veoma značajnih tvrdnji (dovoljno je ovdje reći da
ga je i Gödel koristio u dokazu teorema nepotpunosti), tzv. dijagonalnim
argumentom, koji ćemo sad reproducirati.

Kad bi skup realnih brojeva bio beskonačno prebrojiv tad bi postojala
bijekcija f ∶ N → R. Zapišimo u tablicu decimalne zapise realnih brojeva,
nultog broja f (0), pa prvog f (1), itd.:
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l(0) ∶ a0
0 . a0

1 a0
2 a0

3 . . .

l(1) ∶ a1
0 . a1

1 a1
2 a1

3 . . .

l(2) ∶ a2
0 . a2

1 a2
2 a2

3 . . .

. . . .

Ispred decimalne točke je cijeli dio broja, a iza decimalne točke su znamenke
na decimalnim mjestima.

Od brojeva na dijagonali napraviti ćemo realan broj d = a0
0.a1

1a2
2 . . . (tzv.

dijagonalni broj)

f (0) ∶ a0
0 . a0

1 a0
2 a0

3 . . .

f (1) ∶ a1
0 . a1

1 a1
2 a1

3 . . .

f (2) ∶ a2
0 . a2

1 a2
2 a2

3 . . .

. . . . ↘

Sad ćemo opisati drugačiji broj, tzv. antidijagonalni broj a = a0.a1a2 . . ., tako
da ćemo na svakom mjestu u decimalnom zapisu broja d staviti npr. 5 ako
tamo nije 5, a ako jeste stavit ćemo npr. 6:

ai = { 5 za ai
i ≠ 5

6 za ai
i = 5
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Realni broj a nije jednak nultom broju jer nemaju isti cijeli dio, nije jednak
prvom broju jer nemaju istu prvu decimalu, nije jednak drugom broju jer
nemaju istu drugu decimalu... On nije jednak nijednom broju u tablici! A
to je nemoguće jer su u tablici svi realni brojevi. Dobili smo kontradikciju
iz koje slijedi da ne postoji bijekcija izmed̄u skupa realnih brojeva i skupa
prirodnih brojeva. To znači da realnih brojeva ima više (u smislu striktnog
dominiranja).

Bit dijagonalnog argumenta je da se iz liste listi uzme lista po dijagonali
i izmjene joj se članovi. Tako se dobije nova lista. Sad ćemo ovaj dijagonalni
argument primijeniti za još neke značajne rezultate.

Posljedica: Postoje transcedentni brojevi. Štoviše njih je više od alge-
barskih brojeva (uistinu njih je koliko i realnih brojeva)(transcedentni
brojevi su realni brojevi koji nisu algebarski. Pošto je skup algebarskih
brojeva prebrojiv a skup realnih nije to postoje realni brojevi koji nisu
algebarski, a to su po definiciji transcedentni brojevi. Kad bi njih bilo
koliko i algebarskih tad bi njihova unija, po prije dokazanom, bila takod̄er
beskonačno prebrojiva, a to je nemoguće jer je njihova unija jednaka skupu
svih realnih brojeva koji nije prebrojiv. Može se pokazati da je transcedentih
brojeva isto koliko i realnih. Na ovaj način je jednostavno, korištenjem
beskonačnih skupova dokazano postojanje trancedentih skupova. To je već
1884. godine dokazao Joseph Liouville ali na daleko teži način. Štoviše,
jednom varijacijom dijagonalnog argumenta možemo eksplicitno generirati
takav transcedentni broj. Pošto su algebarski brojevi prebrojivi to bismo
u tablicu mogli poredati njihove decimalne zapise. Dobili bismo tablicu
kao u dokazu neprebrojivosti realnih brojeva, samo bi nam sad dijagonalni
argument dao broj a koji nije algebarski, tj. transcedentan je.

Skup totalnih funkcija sa N u N je neprebrojivo beskonačan N ≺ { f ∶N→
N}. Kad bismo ih mogli prebrojati od njih bismo mogli napraviti sljedeću
tablicu:

f (0) ∶ f0(0), f0(1), f0(2), . . .

f (1) ∶ f1(0), f1(1), f1(2), . . .

f (2) ∶ f2(0), f2(1), f2(2), . . .

. . . . . .



4.4. Funkcije 319

Dijagonala nam daje dijagonalnu funkciji d(n) = fn(n) koju ćemo malo
promijeniti i dobiti funkciju

a(n) = fn(n)+1

Ova funkcija se od nulte funkcije razlikuje u argumentu 0, od prve u
argumentu 1, itd. Tako smo dobili funkciju koja nije nijedna od funkcija u
tablici, tj. koja nije obuhvaćena prebrajanjem. To je kontradikcija, jer su po
pretpostavci postojanja bijekcije sa skupom prirodnih brojeva sve funkcije
obuhvaćene prebrajanjem. Dakle, ne postoji bijekcija sa skupa prirodnih
brojeva u skup ovih funkcija. Njih je više.

Posljedica: Postoje neizračunljive funkcije. Štoviše njih je više od
izračunljivih (uistinu njih je koliko i realnih brojeva). Funkcije su
izračunljive, još kažemo i rekurzivne, ako postoji algoritam = program u
nekom standardnom programskom jeziku koji ih računa. Većina funkcija
koje koristimo su izračunljive, npr. f (n) = n2. Med̄utim, vidjeli smo da
je programa prebrojivo beskonačno. Med̄u njima se nalaze i programi
koji na ulaz imaju prirodan broj i na izlaz prirodan broj i koji za svaki
ulaz daju izlaz. Njih je isto beskonačno a podskup su svih programa,
pa je i njih prebrojivo beskonačno. Svaki od tih programa računa jednu
totalnu funkciju, pa tako imamo i surjekciju u skup totalnih funkcija sa N
u N. To znači da su ove funkcije dominirane skupom prirodnih brojeva.
S druge pak strane njih je beskonačno (npr. za svaki k imamo jednu
takvu funkciju fk(n) = n2 + k). Po Cantor - Bernsteinovom teoremu (ili
po svojstvu da je beskonačnost N najmanja beskonačnost) dobivamo da
je totalnih izračunljivih funkcija prebrojivo beskonačno. S druge strane
smo vidjeli da je ukupno totalnih funkcija neprebrojivo beskonačno. Dakle,
postoje funkcije koje nisu izračunljive. Kad bi takvih totalnih funkcija bilo
prebrojivo beskonačno, onda bi i skup svih totalnih funkcija bio prebrojivo
beskonačan. Pošto nije tako, to i neizračunljivih funkcija ima neprebrojivo
beskonačno. Može se pokazati da neizračunljivih funkcija kao i svih
funkcija sa N u N ima koliko i realnih brojeva.

Prethodni argument nam daje postojanje jako puno neizračunljivih
funkcija ali nijednu konkretno. Med̄utim, jednom njegovom modifikacijom
možemo dobiti konkretnu takvu funkciju. Pokazat ćemo da funkcija koja
na ulaz uzima program i daje 1 ako je program totalan (staje na svim
ulazima) a daje 0 ako nije, nije izračunljiva. Još kažemo da je problem
totalnosti programa neizračunljiv. Gledat ćemo samo programe koji na
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ulaz i izlaz daju prirodan broj. Kao što korištenjem compilera možemo
efektivno iz liste svih stringova izdvojiti one koji su programi, isto tako iz
liste programa možemo efektivno izdvojiti one koji na ulaz imaju jedan broj
a na izlaz jedan broj. Kad bi problem totalnosti bio izračunljiv tad bismo
iz liste tih programa mogli generirati listu programa koji su totalni. Neka
su to programi P0,P1, . . .. Oni računaju totalne f0, f1, . . . funkcije. One tvore
listu svih totalnih izračunljivih funkcija. Pomoću te liste možemo napraviti
tablicu istu kao u dokazu neprebrojivosti totalnih funkcija (samo što su sada
tu sve totalne izračunljive funkcije), iz te tablice možemo izvući dijagonalnu
funkciju d i antidijagonalnu funkciju a:

a(n) = fn(n)+1

Ova funkcija je totalna izračunljiva funkcija. Zaista, za svaki n možemo
u listi programa pronaći n - ti program Pn i pustiti ga da radi na ulazu n.
Pošto je on totalan na izlaz će dati fn(n) koji nam je lako još uvećati za
1. Ali ova totalna izračunljiva funkcija se po svojoj konstrukciji razlikuje
od svih totalnih izračunljivih funkcija, što je kontradikcija. Dakle, jedna
od pretpostavki ovog zaključivanja je pogrešna. A to može biti jedino
pretpostavka da je problem totalnosti izračunljiv.

U zadnjem poglavlju o algoritmima upoznat ćemo se s još nekim
neizračunljivim problemima i funkcijama.

Tako smo uradivši izlet u svijet beskonačnog dobili veoma značajan
odgovor o granicama programiranja. Prije nego što napustimo taj svijet
navest ćemo još par bitnih stvari o njemu.

Može se pokazati, ne naročito teško, da su intervali realnih brojeva
ekvipotentni skupu realnih brojeva. Tako su svi standardni beskonačni
podskupovi skupa realnih brojeva ili ekvipotentni skupu prirodnih brojeva
ili ekvipotentni skupu svih realnih brojeva. Isto se pokazalo i za složenije
podskupove realnih brojeva. Ovim se nametnula hipoteza da su svi
beskonačni podskupovi od R takvi, tj. da ne postoji beskonačan skup koji
je striktno veći od N a striktno manji od R. Ovu famoznu hipotezu, tzv.
hipotezu kontinuuma je još Cantor postavio. Iako je nitko nije uspio
dokazati bila je snažna inspiracija za razvoj teorije skupova. Na kraju je
dokazano da se ona ne može ni oboriti (Kurt Gödel, 1940) ni dokazati (Paul
Cohen, 1963) iz standardnih aksioma teorije skupova. I danas se čekaju
neki novi intuitivno prihvatljivi aksiomi teorije skupova koji bi razriješili
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istinitost ove hipoteze.

Postoje li i veće beskonačnosti. Da. jer i za beskonačne skupove vrijedi
da partitivni skup ima više elemenata od samog skupa:

Cantorov teorem: A ≺P(A)

Dokaz se opet zasniva na Cantorovom dijagonalnom argumentu. Jasno je
da je A ⪯ P(A) jer je npr a ∈ A ↦ {a} ∈ P(A) injekcija. Zato preostaje
pokazati da nisu ekvipotentni. Kad bi bili ekvipotentni postojala bi bijekcija
f ∶ A → P(A). Za svaki a iz A tad je f (a) skup kojem neki objekt iz A
pripada (pišemo 1) ili ne pripada (pišemo 0). ’Poredamo’ li te rezultate u
tablicu dobit ćemo nešto:

a b c
f (a) ∶ 0 1 1 ⋯
f (b) ∶ 1 1 0 ⋯
f (c) ∶ 0 1 0 ⋯
⋮ ⋅ ⋅ ⋅ ⋯

Npr. prvi redak kaže da a ne pripada skupu f (a), b pripada, c pripada, itd.
Dijagonala na isti način odred̄uje skup d:

a b c
d ∶ 0 1 0 . . .

Promijenimo li pripadnost svim članovima dobijemo antidijagonalni skup
ad

a b c
ad ∶ 1 0 1 . . .

Po svojoj konstrukciji taj se skup razlikuje od f (a) po pripadnosti objekta
a (a ne pripada f (a) ali pripada ad), razlikuje se od f (b) po pripadnosti
objekta b, itd. On se tako razlikuje od svih skupova u listi, a to je u
kontradikciji da je f bijekcija sa A u P(A). Tako, ne može postojati takva
bijekcija, odnosno P(A) ima više elemenata od A.

Posljedica Cantorovog teorema ja da postoje sve veće i veće beskonač-
nosti. Partitivni skup skupa R je još veće beskonačnosti, njegov partitivni
skup još veće itd. Svijet beskonačnosti je uistinu beskonačno bogat.
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Više o matematici beskonačnosti možete saznati iz knjiga koje smo
naveli u Predgovoru, pogotovo iz [End77].

4.4.4 Funkcijsko programiranje

Rješenje klase problema, npr. nalaženja najvećeg zajedničkog djelitelja
dvaju prirodnih brojeva, je funkcija koja parametrima problema (u našem
slučaju dva prirodna broja) pridružuje rješenje problema (u našem slučaju
najveći zajednički djelitelj). Programirati rješenje znači napisati program
koji računa tu funkciju. Kod standardnih imperativnih jezika, kao što
su npr. Pascal ili C, program se sastoji od niza naredbi koje kažu što
treba raditi s ulazom u funkciju da bismo dobili izlaz iz funkcije. U
funkcijskom programiranju program je naprosto opis te funkcije. Tako je
funkcijsko programiranje takod̄er deklarativno programiranje, kao i logičko
programiranje (tu je program opis problema). Izvršenje programa se sastoji
u primjeni opisa funkcije na ulaz i izvršava se u koracima koji su istog tipa
kao i računanje aritmetičkog izraza.

Priča opet počinje od logike. Alonzo Church je 1930. godine pokušao
zasnovati cijelu matematiku na pojmu funkcije, a ne na pojmu skupa. Kao
što funkcije možemo modelirati pomoću skupova (funkcija je skup ured̄enih
parova takav da ne postoje dva para s istim drugim članom) isto tako
možemo i skupove modelirati pomoću funkcija: skup S modeliramo pomoću
njegove karakteristične funkcije fS koja na elementima skupa poprima
vrijednost 1 a na ostalima vrijednost 0:

x ∈ S ↔ fS(x) = 1

Kao što smo u teoriji skupova uvjetima pridruživali skupove U(x) ↦
{x∣U(x)} (princip apstrakcije) tako možemo i pravilima x ↦ p(x) pridružiti
funkcije λx.p(x). Tako npr pravilu x ↦ x2 pridružujemo funkciju
kvadriranja λx.x2. Taj prijelaz s pravila na funkciju zadanu tim pravilom
nazivamo λ apstrakcija, a samu notaciju λ notacija. Dok je kod skupova
bila najvažnija pripadnost

a ∈ {x∣U(x)} ↔ U(a)

ovdje je najvažnija aplikacija funkcije na neki objekt
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(λx.p(x))a = p(a) (makne se λx i u pravilo se umjesto x supstituira a)

Npr. (λx.x2)3 = 32

Kako to već biva s osnovnim teorijama u logici, i ova se teorija funkcija
pokazala kontradiktornom. Med̄utim, Church je iz nje 1936. godine sačuvao
jedan dio, tzv.λ račun, kojim se mogu opisivati i računati sve izračunljive
funkcije. Tako λ račun predstavlja najjednostavniji programski jezik. Sad
ćemo vidjeti kako.

Koristeći λ notaciju možemo opisivati funkcije, a koristeći aplikaciju
računati ih na isti način kao i aritmetičke izraze. Npr. kao što računamo

3+2 ⋅5 = 3+10 = 13

tako računamo i funkciju (λx.x2) na ulazu 3

(λx.x2)3 = 32 = 9

ili pak funkciju eksponenciranja (λx.(λy.xy)) na ulazu (3,2):

((λx.(λy.xy))3)2 = (λy.3y)2 = 32 = 9

Funkciju apsolutne vrijednosti u matematici obično definiramo sljede-
ćim tzv. zapisom po slučajevima:

∣x∣ = { x za x ≥ 0
−x u protivnom

U λ računu ćemo to ovako zapisivati:

abs = λx.if x ≥ 0 then x else −x

Npr. abs(-3) = (λx.if x ≥ 0 then x else −x)(−3) =if −3 ≥ 0 then −3 else −(−3) =
−(−3) = 3

Funkcije za čije računanje u imperativnom programskom jeziku trebaju
petlje u funkcijskom jeziku se opisuju rekurzivno. Npr. za računanje
funkcije faktorijela Fact(n) = 1 ⋅ 2 ⋅ . . .n za n > 0 (za nulu je ugodno uzeti
Fact(0) = 1). u imperativnom jeziku napravimo jednu petlju u kojoj
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skupljamo umnoške dok ne dobijemo dovoljno umnožaka:
Require: n

Fact ∶= 1
for k = 1 to n do

Fact ∶= Fact ⋅k
end for

Tokom izvršenja programa varijabla Fact prvo poprimi vrijednost 1, da bi
joj se ta vrijednost u svakom prolazu kroz petlju mijenjala:

Fact = 1, Fact = 1 ⋅2, Fact = 1 ⋅2 ⋅3, . . .Fact = 1 ⋅2 ⋅3 . . . ⋅n

Umjesto ovakve iteracije, u λ računu koristimo rekurzivan opis funkcije
kojim se njeno računanje na većem ulazu svodi na njeno računanje na
manjem ulazu, dok ne dod̄emo do baznog ulaza (nule) na kojoj je znamo
izračunati:

Fact = λn.if n = 0 then 1 else Fact(n−1) ⋅n

Za npr. ulaz 3 to svod̄enje izgleda ovako

Fact(3) = (λn. if n = 0 then 1 else Fact(n−1) ⋅n)3
= if 3 = 0 then 1 else Fact(2) ⋅3
= Fact(2) ⋅3 = (analogno) = Fact(1) ⋅2 ⋅3 = Fact(0) ⋅1 ⋅2 ⋅3
= (if 0=0 then 1 else Fact(0−1) ⋅1) ⋅1 ⋅2 ⋅3 = 1 ⋅1 ⋅2 ⋅3 = 6

Čitatelju koji je navikao na iteraciju može se ovaj rekurzivni opis učiniti
prekompliciran. Med̄utim, onome tko se uvješti u rekurzivnom opisivanju
iteracija je kompliciranija. Pogotovo što je rekurzivan opis funkcije usko
povezan uz jedan veoma moćan način opisivanja problema, tzv. rekurzivno
modeliranje, u kojem problem rješavamo tako da ga svedemo na, u nekom
smislu, manji problem istog tipa, tako da ga na kraju svedemo na mali
problem kojeg je lako rješiti. Ovo modeliranje prirodno vodi rekurzivno
opisanoj funkciji koja je rješenje problema.

Prethodni primjer, ma koliko bio malen, ilustrira osnovne razlike iz-
med̄u imperativnog i funkcijskog programiranja. Osnovu imperativnog
programa tvore naredbe pridruživanja koje pri izvršenju programa stalno
mijenjaju sadržaje memorijskih lokacija. Zbog toga je teško pratiti što
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program zaista radi i je li uopće radi ono za što je namijenjen. Funkcijski
program nema naredbi pridruživanja, već su varijable kao u matematici,
samo mjesta na koja ubacujemo ulaze. Pošto su funkcijski jezici bliski ma-
tematičkom opisivanju i računanju, korektnost programa (= opisa funkcije)
je relativno lako utvrditi. Pogotovo što je u opisivanju prirodno prisutna
modularnost: složenije funkcije gradimo od jednostavnijih, pa se time i
korektnost složenijih dijelova svodi na korektnost jednostavnijih dijelova.
Takod̄er, ti programi su puno kraći od odgovarajućih imperativnih programa
i lakše ih je napisati (ako se ima odgovarajuća vještina izražavanja u
matematičkom jeziku).

Nakon ove reklame za funkcijsko programiranje, čitatelj će se sigurno
upitati zašto danas dominiraju imperativni a ne funkcijski jezici. Od
same pojave viših programskih jezika pedesetih godina prošlog stoljeća
funkcijski jezici stalno stoje ’po strani’. Izrazito su prisutni u teoriji
računarstva i u akademskoj zajednici i izrazito su utjecali na dizajniranje
imperativnih jezika, ali ih nisu i zamijenili. Dovoljno je spomenuti da
su od prvih programskih jezika više razine samo još dva danas živa,
Fortran jer ima dobar compiler, i LISP, prvi funkcijski jezik. Tri dobitnika
Turingove nagrade (analoga Nobelove nagrade za računarstvo), John Mc
Carthy, John Backus i Robin Milner, intenzivno su se bavili funkcijskim
jezicima, a poznata sveučilišta, poput MIT-a prvi kurs programiranja
drže na funkcijskim jezicima. Med̄utim, za razliku od funkcijskih jezika,
imperativni jezici su prilagod̄eni današnjoj von Neumannovoj arhitek-
turi računala, koja se sastoji od memorijskih lokacija i akcija kojima se
mijenjaju sadržaji tih lokacija. Upravo to i opisuju imperativni jezici,
nižeg ili višeg nivoa. S druge pak strane funkcijski programi (opisi
funkcija) primijenjeni na ulaz generiraju račun u kojem se izraz stalno
kontrahira dok se ne smanji na odgovor. Ovo izvršenje programa nema
veze sa stvarnim radom računala. Tako se moraju raditi compileri koji će
ovakve programe prevesti u imperativne programe nižeg nivoa. Pri tome
rekurzija, glavni alat funkcijskog programiranja, zadaje najviše glavobolje,
jer daje glomazan prijevod koji troši puno memorije i sporo se izvršava.
Učinak je da su se funkcijski programi kroz cijelu povijest računarstva
bitno sporije izvršavali od imperativnih programa. Takod̄er, programer-
ska zajednica, oblikovana postojećom von Neumannovom arhitekturom,
usmjerila se od samih početaka na imperativno programiranje, pa je
teško očekivati da bi rado prešla na funkcijsko programiranje. Med̄utim,
pojavljuju se neki momenti koji danas funkcijsko programiranje čine ponovo
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aktuelnim. Glavni razlog je da problemi postaju sve složeniji i njihovo
programiranje u imperativnim jezicima sve teže sa sve manje garancije
da ćemo dobiti korektne programe. Funkcijsko programiranje u takvim
situacijama pokazuje svoju prednost. Nadalje, razvijeni su compileri koji
uspješno prevode funkcijske programe u imperativne programe na način
da se ovi jednako brzo izvršavaju kao i programi originalno pisani u
imperativnom jeziku. Tako se funkcijsko programiranje približilo glavnoj
struji programiranja, bilo da se njegove ideje implementiraju i simuliraju
u standardnim imperativnim jezicima bilo da se javljaju modernije verzije
funkcijskih jezika (Scheme, ML, Haskell). Tako je npr. funkcijski jezik F ♯
postao sastavni dio Microsoftova programskog paketa Visual studio 2010.

Na kraju spomenimo još jednu značajnu osobinu koja je funkcijskim
jezicima prirodna a veoma ju je teško implementirati u imperativnim
jezicima, a to je da su funkcije punopravni tipovi podataka kao i npr.
brojevi. Kao što npr. na ulazu u program možemo imati broj 3 tako možemo
imati i funkciju (λx.x2). Dakle, u funkcijskom jeziku prirodno je jednim
programima na ulaz stavljati druge programe da bismo na izlaz eventualno
dobili treće programe! Pogledajmo jedan primjer, kompoziciju funkcija.
Funkcije f i g možemo komponirati u novu funkciju f ○ g:

f ○ g(x) = f (g(x))

U λ notaciji, zahvaljujući λ apstrakciji (iz pravila dobivamo funkciju), to
možemo direktnije (mada možda ne i jednostavnije) opisati:

f ○ g =λx. f (g(x))

Sama operacija komponiranja je operacija koja uzima dvije funkcije i za
rezultat daje novu funkciju. Pomoću λ apstrakcije i nju možemo direktno
opisati apstrahiranjem iz gornje formule:

○ =λgλ f λx. f (g(x))

Taj opis je mali program koji na ulaz dobije dvije funkcije a na izlaz da novu
funkciju. Npr. ako mu na ulaz stavimo funkcije g = λx.x+2 i f = λx.x2 on
će na izlaz dati funkciju f ○ g = λx.(x+2)2. Sve to radi računanjem u kojem
se u osnovi koristi samo jedno pravilo, pravilo aplikacije. Naravno, samo
računanje nije lako pratiti. No i ne moramo pratiti jer to će ionako raditi
program, osim ako ne želimo malo vježbati λ računanje:



4.5. Strukture 327

f ○ g = ((λg.λ f .λx. f (g(x)))g) f

= ((λg.λ f .λx. f (g(x)))(λx.x+2))(λx.x2)
= (λ f .λx. f ((λx.x+2)(x)))λx.x2

=λx.(λx.x2)((λx.x+2)(x)) =λx.(λx.x2)(x+2)
=λx.(x+2)2

Ako želite naučiti funkcijsko programiranje i ujedno na jedan drugačiji
način proći kroz teme ove knjige preporučamo [DvE], a ako želite naučiti
funkcijsko programiranje kao dodatnu dimenziju programiranja tad vam
preporučamo [PS10]

4.5 Strukture

4.5.1 Osnovni pojmovi

Skupovi, relacije i funkcije su gradivno tkivo za matematičke struk-
ture. Npr. vidjeli smo da često nije zanimljiva sama relacija već njeno
ponašanje nad nekim skupom. Zanimljiv je ured̄eni par (S,R) nepraznog
skupa S i relacije, npr. binarne, R nad njim. Upravo je to ona struktura
koju smo predstavljali grafom relacije, i kojoj smo ispitivali refleksivnost,
simetričnost itd. Vidjeli smo da je i interpretacija logičkog jezika predikata
odred̄ena nekim skupom o čijim objektima jezik govori, nekim istaknutim
objektima koje imenuju konstante jezika, te nekim relacijama i funkcijama
koje odred̄uju značenje relacijskih i funkcijskih simbola. Drugim riječima,
svaka interpretacija jezika zadana je jednom strukturom, skupom sa
istaknutim objektima, relacijama i funkcijama nad njim. Mi nećemo dati
opću definiciju strukture. Držat ćemo se osnovne ideje da je to neko mnoštvo
skupova sa istaknutim elementima, te relacijama i funkcijama izmed̄u
tih skupova. Umjesto opće teorije, razradit ćemo nekoliko jednostavnih
slučajeva koji ilustriraju značenje struktura kao i opću teoriju o njima.

Pogledajmo sljedeće strukture

(P(S),⊆), skup svih podskupova skupa S zajedno s relacijom podskup

(N0,≤), skup svih prirodnih brojeva s relacijom usporedbe
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(Q,≤), skup svih racionalnih brojeva s relacijom usporedbe

(N0, ∣), skup svih prirodnih brojeva s relacijom dijeli: a∣b↔ ∃c b = c ⋅a

(P({1,2}),⊆)

({1,2,3,6}, ∣)

(Π, izmed̄u), gdje je Π ravnina, a izmed̄u je relacija izmed̄u njenih
točaka: točka A je izmed̄u točaka B i C ↔ d(B,C) = d(B, A)+d(A,C),
gdje je d udaljenost točaka.

Za sve ove strukture osim zadnje kažemo da su strukture istog tipa jer se
sastoje od skupa i binarne relacije na njemu. Zadnja struktura je drugog
tipa jer je relacija tromjesna (ternarna). Općenito, dvije strukture su istog
tipa, ako imaju isto članova i članovi na istom mjestu su istog tipa: ili
skup nad kojim se sve dešava, ili objekt iz tog skupa, ili relacija nad tim
skupom odgovarajuće mjesnosti, ili funkcija nad tim skupom odgovarajuće
mjesnosti. To možemo opisati i pomoću jezika: strukture su istog tipa ↔
odred̄uju interpretaciju istog jezika.

Pogledajmo grafove relacija (P({1,2}),⊆) i ({1,2,3,6}, ∣):

{1,2}

{1}

<<

{2}

bb

{}

bb

OO

<<

→≡⊆

{6}

{2}

==

{3}

aa

1

bb

OO

<<

→≡ ∣

Ove strukture nisu iste jer su izgrad̄ene od raznih objekata: skupovi i
relacije nad njima su različiti. Med̄utim, gledajući njihove grafove mogli
bismo intuitivno reći da one imaju istu strukturu. Sad ćemo precizirati u
kojem su smislu iste. Svakom elementu prve strukture odgovara element
druge strukture koji se jednako ponaša u drugoj strukturi kao i njemu
odgovarajući element iz prve strukture. Takvi su npr. prazan skup {} u
prvoj strukturi i broj 1 u drugoj strukturi. Preciznije, izmed̄u ova dva skupa
možemo uspostaviti bijekciju
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f ∶ P({1,2})→ {1,2,3,6}

x ∅ {1} {2} {1,2}
f (x) 1 2 3 6

takvu da kad su dva objekta iz jedne strukture u relaciji tad su i njima
pridruženi objekti iz druge strukture takod̄er u relaciji, i obratno:

x ⊆ y↔ f (x)∣ f (y)

Za takvu funkciju kažemo da je izomorfizam ovih struktura, a za strukture
izmed̄u kojih postoji izomorfizam kažemo da su izomorfne. Takve struk-
ture, mada su izgrad̄ene od različitih elemenata, imaju ista strukturna
svojstva u sljedećem smislu: svakoj rečenici koja govori o objektima a, b,...
jedne strukture pomoću članova te strukture (npr. rečenica ∀x ∅ ⊆ x govori o
praznom skupu pomoću relacije podskup) možemo pridružiti rečenicu koja
govori o objektima druge strukture tako da po izomorfizmu f zamijenimo
objekte a, b, . . . sa f (a), f (b), . . . i članove iz prve strukture odgovarajućim
članovima iz druge strukture. Tako ćemo npr. od rečenice ∀x ∅ ⊆ x dobiti
rečenicu ∀x 1∣x. Pri toj zamjeni druga rečenica će biti istinita u drugoj
strukturi↔ prva rečenica je istinita u prvoj strukturi. Isto tako ako želimo
vidjeti je li 2∣3 u drugoj strukturi možemo ovu rečenicu prevesti u rečenicu
{1} ⊆ {2}. Pošto je ona lažna to je lažna i 2∣3. U tom smislu kažemo da ove
strukture imaju ista strukturna svojstva. Naravno, druga im svojstva nisu
ista. Npr. 6 je broj a njemu odgovarajući objekt {1,2} nije broj.

Pojam izomorfnosti možemo slikovito opisati na pojmu igre šaha. Igru
šaha možemo takod̄er opisati kao jednu strukturu. Struktura se sastoji
od 32 figure podijeljene u dvije grupe, tablice 8×8, svojstava figura (kralj,
pješak, ...) i dozvoljenih poteza, funkcija koje će jedan razmještaj figura na
tablici pretvoriti u drugi. Igru šaha možemo realizirati tako da podlogu i
figure izgradimo od drva ili pak kao simulaciju na kompjuterskom ekranu.
Mada su gradivni elementi različiti, strukturne osobine su iste. Te su
strukture izomorfne. Svaku igru u jednoj strukturi možemo simulirati
odgovarajućom igrom u drugoj strukturi. Naravno, van tih strukturnih
obilježja, odnosno same igre šaha, strukture nisu iste. Ako se igrači
posvad̄aju i počnu bacati jedni na druge figure nije svejedno jesu li te figure
od željeza ili od drveta.
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Primjer 4.5.1. Koje od sljedećih parova struktura su izomorfne?
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Rješenje: Da bismo pokazali da su strukture izomorfne moramo uspos-
taviti izomorfizam izmed̄u njihovih elemenata. Da bismo pokazali da ne
postoji izomorfizam moramo pokazati ili da nemaju isto elemenata ili naći
strukturno svojstvo u kojem se razlikuju.

a) Strukture ne mogu biti izomorfne, jer nemaju isti broj elemenata.

b) Objekt a u prvoj strukturi i objekt z u drugoj strukturi jedini imaju
petlju. Kada bi postojao izomorfizam on bi morao preslikati a u z.
Med̄utim, u a dolazi samo jedna strelica pored petlje dok u z dolaze
dvije strelice, pa oni ne mogu biti povezani izomorfizmom. Dakle, ove
strukture nisu izomorfne.

c) Zbog petlje objekt a može izomorfizmom biti povezan jedino s y ili z.
Pošto u a dolazi jedna strelica, a u z dvije to a ne može biti povezan sa
z. Tako jedino preostaje da je a povezan s y. To je moguće jer isti broj
strelica izlazi i ulazi u a kao i kod y. Pošto jedina strelica koja ide iz a
(pored petlje) završava u b to b mora biti povezan sa završetkom jedine
strelice iz y, objektom z. Broj ulaznih i izlaznih strelica odgovara pa
je takvo povezivanje moguće. Jedini preostali element c tad mora biti
povezan s x. Tako je jedini kandidat za izomorfizam funkcija
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a
b
c

x
y
z

f

Da bismo provjerili da je to zaista izomorfizam morali bismo ispitati da li
za svaki par objekata vrijedi u→ v↔ f (u)→ f (v). Od 3 objekta možemo
napraviti 3 para pa to nije teško ispitati. Drugi način je da strukture
prikažemo matrično, ali tako da funkcijom f povezani objekti indeksiraju
iste retke odnosno stupce matrica. Tad će funkcija f biti izomorfizam↔
dobit ćemo iste matrice. U našem primjeru imamo:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a b c

a 1 1 0
b 0 1 1
c 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x y z

x 1 1 0
y 0 1 1
z 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Dakle, f je zaista izomorfizam, odnosno ove strukture su izomorfne.

Y

Primjer 4.5.2. Koje od sljedećih struktura su izomorfne: (N0, ∣), (N0,≤),
(N1,≤), (Z,≤), (Q,≤)?

Rješenje: Za strukturu (N0, ∣) ne vrijedi da su svaka dva elementa
usporediva (npr. niti 2 dijeli 3 niti 3 dijeli 2) dok za preostale strukture to
vrijedi. To znači da (N0, ∣) nije izomorfna nijednoj od navedenih struktura.
Takod̄er strukture (N0,≤) i (N1,≤) imaju najmanji element (∃x ∀y x ≤ y)
dok strukture (Z,≤) i (Q,≤) nemaju najmanji element. Tako jedino ostaje
mogućnost da je (N0,≤) izomorfno (N1,≤) i da je (Z,≤) izomorfno (Q,≤).
Pošto se (N0,≤) razlikuje od (N1,≤) jedino u tome što je na početak dodan
broj 0 jedini kandidat za izomorfizam je funkcija f ∶N0→N1 f (n) = f (n+1).
Lako je vidjeti da je ta funkcija bijekcija (totalna, surjekcija i injekcija). Da
bi bila izomorfizam moramo pokazati da je

x ≤ y↔ x+1 ≤ y+1

Pošto je to istina, strukture (N0,≤) i (N1,≤) su izomorfne. S druge strane
strukture (Z,≤) i (Q,≤) nisu izomorfne jer izmed̄u svaka dva racionalna
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broja postoji racionalni broj (∀x, y (x < y→ ∃z (x < z i z < y))) dok to za cijele
brojeve nije istina (npr. izmed̄u 1 i 2 nema drugog cijelog broja). Y

Obično nas zanimaju strukture odred̄enog tipa koje imaju neka svojstva.
Npr. rijetko nas zanimaju proizvoljne strukture skupa s binarnom relacijom
na njoj. Obično zahtijevamo da su ispunjeni neki uvjeti, npr da je relacija
relacija ured̄aja ili pak relacija ekvivalencije na tom skupu. Jezično gle-
dano, zanimaju nas interpretacije jezika u kojima su istiniti neki aksiomi.
Uzmimo za primjer strukturu ured̄aja, strukturu (S,≤) gdje je ≤ relacija
nestriktnog ured̄aja na tom skupu tj. relacija koja zadovoljava sljedeće
uvjete (aksiome)

1. ∀x x ≤ x (refleksivnost)

2. ∀x, y x ≤ y∧ y ≤ x→ y = x (antisimetričnost)

3. ∀x, y, z x ≤ y∧ y ≤ z→ x ≤ z (tranzitivnost)

Već smo vidjeli da nisu sve ovakve strukture izomorfne. Npr. za neki
element m kažemo da je najmanji element u ured̄enoj strukturi ako je
∀x m ≤ x. Neke ured̄ene strukture imaju najmanji element (npr. (N0,≤)),
a neke nemaju (npr. (Z,≤)). Med̄utim, sve što možemo izvesti na osnovi
aksioma 1, 2 i 3 vrijedit će za sve takve strukture. I obratno, rečenica
koja je istinita u svim ured̄enim strukturama logička je posljedica aksioma.
Ovo nam omogućava da nad̄emo "odjednom" istine koje vrijede u svim
ured̄enim strukturama. Npr. možemo dokazati da je u svim ured̄enim
strukturama najmanji element, ako postoji, jedinstven. Zaista kad bi bila
dva najmanja elementa m1 i m2, tada bi bilo m1 ≤ m2, jer je m1 najmanji,
ali i m2 ≤ m1, jer je m2 najmanji. Iz aksioma antisimetričnosti tad slijedi
da je m1 = m2. Dakle, najmanji element je jedinstven. Sad unaprijed znamo
kad se u razmatranjima pojavi neka nova ured̄ena struktura da ne može
imati više od jednog najmanjeg elementa. Ovakav pristup vodi preglednosti
i ekonomičnosti razmišljanja. Jednom razvijena teorija ured̄enih struktura
odmah se može primijeniti na svaku novu ured̄enu strukturu koja se pojavi
u razmatranjima. Inače, to je veoma bogata teorija koja je značajna i u
teorijskom računarstvu. Napomenimo da teorija ured̄enih struktura, kao i
teorija nekih drugih struktura ne ispituje samo zajednička svojstva svih
ured̄enih struktura ili pak specifična svojstva nekih podskupova takvih
struktura (npr. linearno ured̄ene strukture) već i ispituje veze med̄u



4.5. Strukture 333

takvim strukturama. Npr. kako se od jedne ili više takvih struktura
može konstruirati nova takva struktura sa specifičnim svojstvima, kakva
su svojstva funkcija izmed̄u takvih struktura koja čuvaju ured̄aj itd.

Struktura s odred̄enim svojstvima često se pojavljuje u razmatranjima
ne samo kao rezultat traženja zajedničkih karakteristika raznih struktura
s ciljem da jednom preglednom teorijom opišemo sve takve strukture, već
kao rezultat specifikacije odred̄ene zamisli. Mi smo do sada u ovoj knjizi
koristili brojeve kao nešto poznato. No poslije ćemo analizirajući zamisao
o npr. prirodnim brojevima doći do strukture prirodnih brojeva. Za tako
dobivenu strukturu želimo da je jedinstvena do na izomorfizam, odnosno
da su sve strukture koje zadovoljavaju specifikaciju izomorfne, jer to znači
da je specifikacija potpuna. Npr. ne želimo da imamo dvije vrste prirodnih
brojeva, kao što ne želimo da imamo dvije vrste igre šaha. Igra šaha može
imati više realizacija, ali sve moraju biti izomorfne.

Strukture u kojima su prisutne samo relacije zovemo relacijske struk-
ture. Druga krajnost su strukture u kojima su prisutne samo funkcije.
Njih zovemo algebarske strukture. Najjednostavnija takva struktura
je struktura tipa (S,○), gdje je S neprazan skup, a ○ binarna operacija
(dvomjesna funkcija) na skupu S. Primjeri takvih struktura su skup
prirodnih (cijelih, racionalnih, realnih, kompleksnih) brojeva sa operacijom
zbrajanja ili množenja, skup vektora s operacijom zbrajanja, skup matrica
s operacijom zbrajanja ili množenja, partitivni skup nekog skupa s unijom
ili presjekom, skup funkcija nad nekim skupom s operacijom kompozicije,
itd. Za računarstvo je značajan skup stringova nad nekim alfabetom
s operacijom konkatenacije stringova. Npr. za alfabet L = {a,b} skup
stringova je skup svih konačnih nizova slova a i b i označavamo ga L∗.
Ugodno je smatrati da tom skupu pripada i niz duljine 0, prazan skup, kojeg
u ovom kontekstu označavamo Λ. Konkatenacija ∗ dva stringa je naprosto
dopisivanje drugog stringa na prvi. Npr.

abbab∗aab= abbabaab

Kao i kod relacijskih struktura ne zanimaju nas proizvoljne algebarske
strukture nekog tipa već one koje imaju neka dodatna svojstva. Obično se
strukture javljaju kao rezultat modeliranja odred̄ene situacije i to odred̄uje
kakva svojstva moraju imati. Ta svojstva su često svojstva koja su
nam poznata kod operacija s brojevima. Za ilustraciju rečenog razmotrit
ćemo jednostavne algebarske strukture kojima mjerimo simetriju. Radi
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slikovitosti razmotrit ćemo pojam simetrije geometrijskog lika. Bijek-
tivno preslikavanje ravnine u sebe samu nazivamo transformacijom, a
transformaciju f koja čuva udaljenost (∣ f (A) f (B)∣ = ∣AB∣) izometrijom.
Jednostavni tipovi izometrija su translacije, rotacije i zrcaljenja. Npr
translacija t za 5 cm u horizontalnom smjeru preslikat će pravilni trokut
ABC u trokut f (A) f (B) f (C):

C

A B

t

f (C)

f (A) f (B)

dok će ga zrcaljenje zA po simetrali kuta pri vrhu A preslikati u njega sama:

C = zA(B)

A = zA(A) B = zA(C)

zA

Svaka točka se zrcaljenjem zA preslikala obično u neku drugu točku. Npr.
točka B se preslikala u točku C = zA(B). Med̄utim, trokut T, kao skup
točaka preslikan je u sebe sama: T = zA[T]. Za takvu izometriju kažemo da
je simetrija trokuta, a za sam trokut da je invarijantan na izometriju.
Isto tako je i rotacija r1 za 120° oko centra pravilnog trokuta njegova
simetrija:
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C = r1(B)

A = r1(C) B = r1(A)

r1

Iz geometrije je poznato, a vjerujemo i intuitivno prihvatljivo, da je svaka
izometrija ravnine odred̄ena djelovanjem na tri točke. U našem slučaju uzet
ćemo vrhove pravilnog mnogokuta. Ako je u pitanju simetrija trokuta tad
svaki vrh trokuta mora biti preslikan u vrh trokuta. Tako simetriju možemo
opisati njenim djelovanjem na vrhove. Npr. zrcaljenje zA možemo ovako
opisati:

zA = [ A B C
A C B ]

Kao što su simetrije pravilnog trokuta zrcaljenje po simetrali kuta
pri vrhu A i rotacija za 120°, tako su simetrije i zrcaljenja po ostalim
simetralama, rotacija r2 za 240°, ali i identična transformacija e:

e = [ A B C
A B C ]

zA = [ A B C
A C B ]

zB = [ A B C
C B A ]

zC = [ A B C
B A C ]

r1 = [ A B C
B C A ]
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r2 = [ A B C
C A C ]

Pošto slova A, B i C možemo ispermutirati na 3!=6 načina, a svaka
permutacija odred̄uje jednu simetriju i obratno, to pravilni trokut ima 6
simetrija, i to su upravo ove gore nabrojane. Te simetrije na neki način
opisuju ukupnu simetriju lika. Med̄utim, za taj opis nije dovoljan samo broj
simetrija. Npr. uspravna piramida s pravilnom šesterostranom bazom

ima takod̄er 6 simetrija (identitet i 5 rotacija oko visine priramide), ali
njena simetričnost je sasvim drugačijeg tipa. Razlika je u načinu na koji
se kombiniraju simetrije. Pravilni trokut je simetričniji jer ima bogatiji
način kombiniranja simetrija. Kombiniranje simetrija nije ništa drugo
nego kompozicija funkcija. Tako pored samih simetrija moramo gledati i
operaciju kompozicije simetrija. Iz zapisa simetrija pomoću vrhova lako je
računati kompoziciju. Npr.

zA ○ r1 = [ A B C
A C B ]○[ A B C

B C A ] = [ A B C
C B A ] = zB

r1 ○ zA = [ A B C
B C A ]○[ A B C

A C B ] = [ A B C
B A C ] = zC

zA ○ zB = [ A B C
A C B ]○[ A B C

C B A ] = [ A B C
B C A ] = r1
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Niže je dana potpuna tablica za operaciju komponiranja

0 e r1 r2 zA zB zC
e e r1 r2 zA zB zC
r1 r1 r2 e zC zA zB
r2 r2 e r1 zB zC zA
zA zA zB zC e r1 r2
zB zB zC zA r2 e r1
zC zC zA zB r1 r2 e

Iz tablice možemo vidjeti da ne vrijedi komutativnost, da je produkt
zrcaljenja uvijek rotacija (identitet možemo razumjeti kao rotaciju za 360°),
a produkt zrcaljenja i rotacije zrcaljenje. Što se tiče osnovnih svojstava
operacije komponiranja već smo u cjelini o funkcijama 4.4 vidjeli da za
komponiranje vrijedi asocijativnost, da identitet ne radi ništa (e ○ f = f ○ e =
f ), te da svaka bijekcija ima inverz. Ta svojstva mora imati komponiranje
simetrija bilo kojeg lika.

Pojam simetrije se može poopćiti i na složenije objekte, matematičke
strukture, diferencijalne jednadžbe, zakone fizike. Simetrija matematičke
strukture nije ništa drugo nego izomorfizam strukture na sebe samu.
Simetrije fizikalnih zakona su veoma važne jer za posljedicu imaju zakone
sačuvanja. Npr. simetrija zakona fizike na vremensku translaciju (ako npr.
proces pokrenemo sada ili za 3 dana on će se isto odvijati) ima za posljedicu
zakon sačuvanja energije. U svim tim slučajevima simetričnost se mjeri
strukturom skupa simetrija i operacijom njihova komponiranja. Pri tome
komponiranje ima već navedena svojstva koja tu strukturu čini grupom:

Strukturu (S, e, ⋅), gdje je S neprazan skup, e ∈ S, ⋅ ∶ S → S totalna
operacija, nazivamo grupa ako je ispunjeno sljedeće:

1. (x ⋅ y) ⋅ z = x ⋅(y ⋅ z) (asocijativnost)

2. Za svaki x x ⋅ e = e ⋅ x = x (postojanje neutralnog elementa)

3. Za svaki x postoji y takav da je x ⋅ y = y ⋅ x = e (postojanje inverznog
elementa)
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Grupe su jedne od osnovnih matematičkih struktura koje ne samo da
mjere simetrije nego su sveprisutne u matematici. Gotovo svugdje je
prisutna binarna opracina na nekom skupu s navedenim elementarnim
svojstvima. Grupu tvore realni brojevi s operacijom zbrajanja, nenulti
realni brojevi s operacijom množenja, matrice s operacijom zbrajanja, itd.
Ispitivanje ovakvih apstraktnih struktura nije samo značajna ekonomija
razmišljanja (jer jednom dokažemo nešto što vrijedi za sve takve strukture)
nego nam omogućuje i da bolje strukturiramo samo razmišljanje. Ilustracije
radi dokazat ćemo da u svakoj grupi vrijedi

a) da je neutralni element jedinstven i

b) da svaki x element grupe ima jedinstveni inverz:

a) Neka postoji još jedan neutralni objekt e′, tj objekt takav da je x ⋅ e′ =
e′ ⋅ x = x. Tad je e′ = e′ ⋅ e = e (prva jednakost slijedi iz neutralnosti e a druga
iz neutralnosti e′). Dakle, nema drugog neutralnog elementa.

b) Neka postoje dva inverzna elementa y i y′ za neki element x. Tad je
y′ = y′ ⋅e = y′ ⋅(x ⋅ y) = (y′ ⋅x) ⋅ y = e ⋅ y = y. Dakle inverzni element je jedinstven.

Jedinstveni inverz elementa grupe x obično označavamo x−1. Tako ozna-
čavamo i inverzni broj i inverznu matricu i inverznu funkciju. Pomoću njega
možemo definirati dijeljenje u grupi kao množenje inverznim objektom

x ∶ y = x ⋅ y−1

Pokušajte iz definicije i svojstava grupe dokazati da je dijeljenje suprotna
operacija od množenja:

x ∶ y = z↔ z ⋅ y = x

Grupu u kojoj je operacija komutativna zovemo komutativna ili Abe-
lova grupa.

Napomenimo da smo na više mjesta u prethodnom dijelu knjige ’na-
letjeli’ na još jednu, u matematici veoma istaknutu, vrstu strukture -
Booleovu algebru. To je struktura sastavljena od nekog skupa B, dva
istaknuta elementa, (obično ih pišemo 0 i 1), dvije binarne operacije
(obično ih pišemo ∧ i ∨) i jedne unarne operacije (obično je pišemo ¬,
koja zadovoljava svojstva koja smo na strani 64 naveli u formi logičkih
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ekvivalentnosti, dok smo na strani 68 pokazali da ista svojstva vrijede za
osnovne booleovske operacije, a na strani 257 za skupovne operacije.

4.5.2 Klasične matematičke strukture

Mada se mogu izmisliti razne strukture s raznim svojstvima, u ma-
tematici dominira nevelik broj struktura. Ma koliko one bile složene,
najčešće su kombinacija odred̄enog broja jednostavnih matičnih struk-
tura (na engl. govornom području se uvriježio izraz mother structures).
Te osnovne strukture modeliraju neke osnovne matematičke ideje, grupe
ideju transformacije, ured̄ene strukture ideju ured̄aja, rekurzivne strukture
ideju rekurzije, topološke strukture (koje nismo upoznali) ideju bliskog i
dalekog, prostori s metrikom i prostori s mjerom (koje nismo upoznali)
ideju mjerenja, itd. Ove strukture se komponiraju u složenije strukture
tvoreći tzv. arhitekturu matematike, čije sagledavanje doprinosi boljem
razumijevanju matematike. Med̄u složenijim strukturama u matematici su
se istakle one koje modeliraju neke složenije matematičke ideje (npr. ideju
linearnosti) i/ili imaju značajnu primjenu. Npr. u klasičnoj fizici su važne
tzv. mnogostrukosti kojima se modeliraju stanja fizikalnih sustava a koje
objedinjuju matematičke ideje koordinatizacije i linearizacije situacije. U
kvantnoj fizici su važni tzv. Hilbertovi prostori koji objedinjuju matematičke
ideje linearnosti i metrike itd. Mi ćemo se ovdje malo osvrnuti na klasične
matematičke strukture koje su u matematici prisutne od njenog nastanka, a
u našem životima od samih početaka obrazovanja. To su strukture brojeva
i Euklidova geometrija. Opisat ćemo ukratko te strukture, pokazati kako
se realiziraju u teoriji skupova te malo obrazložiti da su jedinstvene do na
izomorfizam. Da se mogu realizirati u teoriji skupova znači da se pitanje
njihove konzistentnosti (postojanja) svodi na pitanje konzistentnosti teorije
skupova. Jedinstvenost do na izomorfizam znači da npr. kad pričamo o
prirodnim brojevima svi pričamo o istim brojevima. Izomorfnost osigurava
da su strukturno gledano sve strukture prirodnih brojeva jednake kao što
je i igra šaha uvijek ista igra bez obzira igrala se na drvenoj ploči ili na
računalnom ekranu.

Struktura prirodnih brojeva je struktura namijenjena za brojanje. Da
bismo mogli brojati moramo imati prvi broj, nulu, stanje prije početka
brojanja, i iza svakog broja moramo imati sljedeći (novi) broj kojim možemo
eventualno nastaviti brojanje:
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●
●

●
●. . .

0→ →1→2→3→ . . .

Tako trebamo strukturu koja se sastoji od jednog skupa N njegovog istak-
nutog elementa 0 (prvi broj) i totalne funkcije S ∶ N → N (svakom broju
pridružuje njemu sljedećeg), dakle strukturu (N,0,S), takvu da vrijede tzv
Peanovi aksiomi:

1. ∀n S(n) ≠ 0

2. ∀n,m S(m) = S(n) → m = n

3. ∀A ≤ N (0 ∈ A i ∀n(n ∈ A → S(n) ∈ A) → A = N)

Po prvom aksiomu S(0) ≠ 0. Isto tako po prvom i drugom aksiomu
S(S(0)) nije jednak ni 0 ni S(0), itd. Vidimo da prva dva aksioma
kažu da polazeći od nule i uzimajući sljedbenika stalno dobivamo nove
brojeve. Zadnji pak aksiom, aksiom indukcije, kaže da tako dobivamo
sve prirodne brojeve. Ovu strukturu nazivamo struktura prirodnih
brojeva. Rekurzivne strukture smo već upoznali u ovoj knjizi. Npr.
skup rečenica, skup aritmetičkih izraza, skup stabala opovrgavanja i skup
dokaza u sustavu prirodne dedukcije imaju rekurzivnu strukturu. Svi ele-
menti tih skupova nastaju od baznih elemenata primjenom raznih pravila
konstrukcije. Struktura prirodnih brojeva je najednostavnija rekurzivna
struktura jer ima samo jedan bazni element (0) i samo jedno maksimalno
jednostavno pravilo izvod̄enja n ↦ S(n). Nadalje, ova struktura, kao i
struktura rečenica ili aritmetičkih izraza, ima svojstvo da svaki objekt može
nastati na samo jedan način, tj. ne možemo iz raznih objekata pomoću
raznih pravila konstruirati isti objekt. Ovo svojstvo rekurzivne strukture se
zove determinističnost i omogućuje rekurzivno definiranje funkcije nad
takvim skupovima, tj. tad vrijedi princip definiranja funkcija rekurzijom.
Tako npr. možemo definirati standardne operacije s brojevima, zbrajanje
i množenje, kao i usporedbu brojeva. S druge strane, aksiom indukcije je
moćno sredstvo dokazivanja kojim npr. možemo dokazati sva standardna
svojstva zbrajanja, množenja i usporedbe brojeva. No, to je tema za koju bi
nam trebala možda i cijela knjiga.
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Peanovim aksiomima smo specificirali kakvu strukturu želimo. Ali,
možemo li takvu strukturu realizirati pomoću teorije skupova? Da, i to na
više načina:

Zermelovi brojevi. Za nulu uzimamo prazan skup, a za sljedeći broj
uzimamo skup koji sadrži prethodan broj:

0 =∅, 1 = {0}, 2 = {1}, . . . , S(n) = {n}, . . .

von Neumannovi brojevi. Za nulu uzimamo prazan skup, a za sljedeći
broj uzimamo skup koji sadrži sve prethodne brojeve:

0 =∅, 1 = {0}, 2 = {0,1}, . . . , S(n) = {0, . . . ,n}, . . .

Može se pokazati da i jedan i drugi skup zadovoljavaju Peanove aksiome.
Von Neumannovi brojevi se češće koriste jer oni imaju neka dodatna
zanimljiva svojstva. Npr. Von Neumannov broj 2 ima upravo 2 elementa.
Nadalje, pomoću njih se raliziraju ordinali (strana 309) jer ih prirodno
produžujemo na beskonačne ordinale, uzimajući i dalje da je svaki sljedeći
ordinal skup svih prethodnih ordinala:

0 =∅, 1 = {0}, . . . , n = {0,1, . . . ,n−1}, . . . ,w = {0,1,2, . . . ,n, . . .},

w+1 = {0,1,2, . . . ,n, . . . ,w}, . . .

Med̄utim, što se tiče strukture prirodnih brojeva, obje realizacije su
jednako vrijedne jer se može pokazati da su sve strukture prirodnih brojeva
med̄usobno izomorfne. Tako možemo reći da, strukturno gledano, postoji
samo jedna struktura prirodnih brojeva. Brojali pomoću čvorova na konopu,
crtica na papiru ili nečeg trećeg, svejedno je. Sve su to med̄usobno izomorfne
realizacije strukture prirodnih brojeva.

Iz analize idealiziranog procesa mjerenja može se dobiti struktura koja
služi za mjerenje. To je struktura realnih brojeva. Ovdje se nećemo baviti
tom analizom. Med̄utim, red je da bar navedemo aksiome strukture koja
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nas prati cijeli život. Njih je, istina, puno ali gotovo svi bi nam trebali biti
poznati.

Struktura realnih brojeva je skup R zajedno s istaknutim elemen-
tima 0 i 1, istaknutim totalnim operacijama +, ⋅ ∶ R2 → R i istaknutom
binarnom relacijom <⊆ R2, dakle struktura (R,0,1,+, ⋅,<) takva da vrijede
sljedeći aksiomi realnih brojeva:

1. (a+b)+ c = a+(b+ c) asocijativnost zbrajanja

2. a+0 = 0+a = a neutralnost nule

3. ∀a∃(−a) a+(−a) = (−a)+a = 0 postojanje suprotnog broja

4. a+b = b+a komutativnost zbrajanja

5. 1 ≠ 0

6. (a ⋅b) ⋅ c = a ⋅(b ⋅ c) asocijativnost množenja

7. 1 ⋅a = a ⋅1 = a neutralnost jedinice

8. ∀a ≠ 0∃a−1 a ⋅a−1 = a−1 ⋅a = 1 postojanje inverznog broja

9. a ⋅ (b + c) = a ⋅ b + a ⋅ c distributivnost množenja u odnosu na
zbrajanje

10. a ⋅b = b ⋅a komutativnost množenja

11. a < b∧b < c → a < c tranzitivnost

12. a < b⩔b < a⩔a = b usporedivost

13. a < b → a+ c < b+ c suglasnost usporedbe i zbrajanja

14. a < b∧ c > 0 → a ⋅ c < b ⋅ c suglasnost množenja i usporedbe

15. A ≠ ∅ ∧ B ≠ ∅ ∧ A < B ∧ A ∪B = R → ∃!c A ≤ c ≤ B aksiom
neprekidnosti

Namjerno smo ove tvrdnje iznijeli u logičkom jeziku da provjerite razu-
mijete li značenja svih logičkih simbola i smisao rečenica. Pri tome, kao
što je uobičajeni dogovor u matematici, radi jednostavnosti nismo pisali
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univerzalne kvantifikatore na početku rečenica. Prve četiri tvrdnje izriču
poznata nam svojstva zbrajanja. One kažu da skup realnih brojeva zajedno
sa nulom i zbrajanjem tvori komutativnu grupu. Isto tako tvrdnje 6., 7., 8.
i 10. izriču poznata nam svojstva množenja. One kažu da je skup nenultih
realnih brojeva zajedno s jedinicom i množenjem takod̄er komutativna
grupa. Tvrdnja 9. nam kazuje vezu tih operacija. To je poznati nam
zakon distribucije množenja u odnosu na zbrajanje. Tvrdnje 11. i 12. izriču
svojstva relacije <. Iz ova dva svojstva se može dokazati (pokušajte) da za
tu relaciju vrijede i irefleksivnost i asimetričnost, pa je to relacija striktnog
linearnog ured̄aja na skupu realnih brojeva. Sljedeće dvije tvrdnje 13. i 14.
izriču poznatu nam vezu usporedbe sa zbrajanjem i množenjem. Med̄utim,
sva ova svojstva ima i skup racionalnih brojeva. Ono po čemu su realni
brojevi posebni je zadnji aksiom 15., koji je ujedno i najnečitkiji. Prije svega
u njoj smo, da bi bar malo bila čitljivija, koristili definirani simbol ≤ koji ima
standardno značenje (a ≤ b ↔ a < b∨a = b). Takod̄er smo usporedbu brojeva
na standardan način proširili na skupove brojeva. Da je jedan skup manji
od drugog znači da su svi elementi jednog skupa manji od svih elemenata
drugog skupa

A <B ↔∀a ∈ A∀b ∈B a < b

Pokušajte sami raspisati što znači A ≤ c ≤ B. Tako zadnji aksiom kaže da
kad god skup realnih brojeva podijelimo na dva neprazna skupa od kojih
su članovi jednog manji od članova drugog, tad postoji točno jedna granica
(jedan broj) izmed̄u dva skupa. Ovaj aksiom ima korijene u Aristotelovoj
definiciji neprekidnog. Po Aristotelu neprekidno je ono koje kad se podijeli
u dva dijela ima točno jednu granicu. Da bismo razumjeli preciznije što
ova tvrdnja kaže pogledajmo šta se dešava s prirodnim brojevima. Prirodne
brojeve možemo podijeliti npr. na one manje od 10 ({0,1, . . . ,9}) i one veće
ili jednake 10 ({10,11, . . .}). Postoje dvije granice ovog skupa broj 9 i broj
10. Za razliku od toga, kad racionalne brojeve podijelimo u dva skupa A i
B, od kojih je jedan manji od drugog, može biti najviše jedna granica, ali je
ne mora uopće biti. Pokažimo prvo da može biti najviše jedna granica. Nek
postoje dvije granice c i d, i nek je npr. c < d. Pošto su oba broja granice

tad je A ≤ c < d ≤ B, Znamo da je njihova aritmetička sredina
c+d

2
veća od

c a manja od d. Zbog prve nejednakosti ona nije u A a zbog druge ona nije
u B. Ali, to je kontradikcija jer je po pretpostavci svaki racionalan broj u
jednom od tih skupova. Zaključak je da u skupu racionalnih brojeva može
biti najviše jedna granica. Sljedeći primjer pokazuje da granice ne mora
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biti. Podijelimo sve racionalne brojeve u dva skupa, skup A koji sadrži
sve negativne racionalne brojeve, nulu i sve pozitivne kojima je kvadrat
manji od 2, i skup B koji sadrži sve pozitivne racionalne brojeve kojima
je kvadrat veći od 2. Pošto nijedan racionalan broj kvadriran ne daje 2
(pogledajte zadatak 16 na strani 32), to je svaki racionalan broj u jednom
od ovih skupova. Pošto manji pozitivni brojevi imaju manje kvadrate, to
je A < B. Med̄utim, ne postoji granica ova dva skupa, tj. broj c takav
da je A ≤ c ≤ B. Kad bi postojala takva granica tad bi pripadala skupu
A ili skupu B. Kad bi pripadala A tad bi vrijedilo da je c2 < 2. Može se
pokazati (pokušajte) da bismo tada mogli pronaći mali pozitivan racionalan
broj ε takav da je i (c + ε)2 < 2 (uputa: raspišite ovu nejednadžbu po ε i
pokažite da ona ima takvo rješenje). A to je u kontradikciji s odred̄enjem
c kao granice. Na isti način se može pokazati da c ne može pripadati ni
skupu B. Dakle, ne postoji granica za ta dva skupa. Za razliku od toga
aksiom neprekidnosti realnih brojeva kaže da takva granica postoji u skupu
realnih brojeva. Pošto taj broj ne može pripadati ni skupu A ni skupu B
njegov kvadrat mora biti jednak 2. Dakle, aksiom neprekidnosti nam u
ovom slučaju daje upravo

√
2. Na isti način nam aksiom neprekidnosti

popunjava i ostale ’rupe’ u skupu racionalnih brojeva. Ovo ima direktne
veze s mjerenjem, što i jeste glavna uloga realnih brojeva, da su oni rezultati
mjerenja. Zamislimo da mjerimo jednu dužinu centimetrima i da su 3cm
premalo a 4 cm previše. Tad nastavljamo mjeriti desetinkama. Recimo da
je 6 desetinki premalo a 7 previše. Tad nastavljamo mjeriti stotinkama, itd.
Može se u jednom koraku desiti da smo prelaskom na deset puta manju
jedinicu uspjeli izmjeriti udaljenost. Tad je rezultat mjerenja racionalni
broj. Med̄utim u idealiziranom procesu mjerenja, u kojem možemo po volji
precizno mjeriti, može se desiti situacija da u nijednom koraku ne stanemo.
Tad imamo sve bliže procjene mjere m mjerene dužine:

3 < m < 4
3.5 < m < 3.7

⋮
3.5 a2 a3 . . .an < m < 3.5 a2 a3 . . .(an+1)

⋮

Aksiom neprekidnosti nam osigurava (pokušajte vidjeti zašto) da postoji
jedinstveni takav broj m. Tako aksiom neprekidnosti za svaki proces
mjerenja osigurava postojanje jedinstvenog broja koji je rezultat mjerenja.

Struktura realnih brojeva se može realizirati pomoću skupova i jedins-
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tvena je do na izomorfizam. Tako, kao i kod strukture prirodnih brojeva,
imamo samo jednu strukturu realnih brojeva.

Osvrnut ćemo se ukratko i na preostale standardne strukture brojeva.
Za to će nam trebati još neki opći pojmovi o strukturama. Kažemo da
je jedna struktura podstruktura druge strukture ako su istog tipa i
jedna je, gledana kao skup, podskup druge, pri čemu su sve istaknute
operacije i relacije na njoj suženja istaknutih operacija i relacija na drugoj
strukturi. Tako je npr algebarska struktura prirodnih brojeva (N,0,1,+, ⋅,<
) podstruktura strukture realnih brojeva (R,0,1,+, ⋅,<). Kažemo da je
jedna struktura uložena u drugu strukturu ako je izomorfna nekoj njenoj
podstrukturi. Takav izomorfizam zovemo ulaganje.

Sa sadržajne strane gledano, cijeli brojevi su uvedeni kao mjere količina
s predznakom (možemo imati 5 kuna a možemo biti i 5 kuna dužni). U
prvom slučaju mjera stanja našeg džepa je 5 a u drugom -5. S algebarske
strane gledano, cilj nam je proširiti skup prirodnih brojeva tako da je uvijek
izvedivo oduzimanje. Pošto se oduzimanje može definirati kao zbrajanje
suprotnog broja (a−b = a+(−b) cilj nam je da svaki broj ima suprotni broj, a
da pri tom vrijede sva standardna pravila za prirodne brojeve. A za prirodne
brojeve vrijede sva pravila iz prethodnog popisa aksioma za realne brojeve
osim aksioma neprekidnosti 15., svojstva suprotnosti 3. (koje sad želimo)
i inverznosti 8.. Med̄utim umjesto svojstva 8. za množenje vrijedi slabije
svojstvo:

8’. a ⋅ c = b ⋅ c∧ c ≠ 0 → a = b zakon kraćenja

Tako definiramo strukturu cijelih brojeva, kao najmanji skup Z koji
sadrži skupN i na koji su proširene operacije zbrajanja i množenja prirodnih
brojeva i relacija usporedbe prirodnih brojeva, dakle strukturu (Z,0,1,+, ⋅,<
) takvu da vrijede svi aksiomi za realne brojeve osim aksioma neprekidnosti
15. i svojstva inverznosti 8. a još vrijedi zakon kraćenja 8’.. Inače, struktura
s navedenim aksiomima se zove ured̄ena integralna domena. Tako se
skup cijelih brojeva definira kao najmanja ured̄ena integralna domena u
koju je uložena struktura prirodnih brojeva. Najmanja znači da je uložena
u svaku drugu ured̄enu integralnu domenu u koju je uložena struktura
prirodnih brojeva. Neka imamo neku ured̄enu integralnu domenu D u
koju su uloženi prirodni brojevi. Tad možemo, do na izomorfizam, smatrati
da ona sadrži prirodne brojeve N. Ona tada sadrži i njihove suprotne
brojeve čiji skup označavamo −N, pa tako i njihovu uniju. Med̄utim, može
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se pokazati da je ta unija takod̄er ured̄ena integralna domena koja sadrži
prirodne brojeve. Pošto je najmanja (jer vidimo da je sadrži svaka takva
integralna domena) to je, po definiciji strukture cijelih brojeva, upravo ona
skup cijelih brojeva:

Z =−N∪N

Ta jednakost opisuje kako intuitivno predstavljamo cijele brojeve:

. . . −3 −2 −1 0 1 2 3 . . .

Ona nam ujedno kaže da su sve strukture cijelih brojeva izomorfne (jer
su sve strukture prirodnih brojeva izomorfne). Štoviše, ta jednakost je
osnova konstrukcije cijelih brojeva pomoću prirodnih brojeva, koju ovdje
nećemo opisati, a koja pokazuje da se struktura cijelih brojeva takod̄er može
realizirati u teoriji skupova.

Slična situacija se ponavlja i s racionalnim brojevima. Sa sadržajne
strane gledano, racionalni brojevi su uvedeni za mjerenje jednakih dijelova
cjelina (’potrošit ću dvije trećine honorara od knjige za vraćanje dugova’).
S algebarske strane gledano, cilj nam je proširiti skup cijelih brojeva tako
da je uvijek izvedivo dijeljenje nenultim brojem. Pošto se dijeljenje može
definirati kao množenje inverzom (a ∶ b = a ⋅ b−1 cilj nam je da svaki nenulti
broj ima inverzni broj, a da pri tom vrijede sva standardna pravila za
cijele brojeve. To znači da će vrijediti svi aksiomi realnih brojeva osim
aksioma neprekidnosti. Struktura koja zadovoljava sve te aksiome naziva
se ured̄eno polje. Tako strukturu racionalnih brojeva definiramo kao
najmanje ured̄eno polje (Q,0,1,+, ⋅,<) u koje je uložena struktura cijelih
brojeva. Promotrimo bilo koje ured̄eno polje P u koje su uloženi cijeli brojevi.
Ono tad sadrži i pozitivne prirodne brojeve, pa tako sadrži i kvocijente
cijelih i pozitivnih prirodnih brojeva. Med̄utim, može se pokazati da je
skup tih kvocijenata takod̄er ured̄eno polje koje sadrži cijele brojeve. Pošto
je najmanje (jer vidimo da ga sadrži svako takvo polje) to je, po definiciji
strukture racionalnih brojeva, upravo ono skup racionalnih brojeva:

Q = {m
n
∣m ∈Z∧n ∈N+}

Ta jednakost opisuje kako intuitivno predstavljamo racionalne brojeve, kao
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n - ti dio jedinice m puta nanesen. Npr za
2
3

0 2
3

1

Ona nam ujedno kaže da su sve strukture racionalnih brojeva izomorfne (jer
su sve strukture cijelih brojeva izomorfne). Štoviše, ta jednakost je osnova
konstrukcije racionalni brojeva pomoću cijelih brojeva, koju ovdje nećemo
opisati, a koja opet pokazuje da i racionalne brojeve možemo realizirati u
skupu cijelih brojeva.

Skup realnih brojeva sadrži nulu i svakom broju n možemo pridružiti
njegovog sljedbenika S(n) = n+1. Tako je najmanji skup koji sadrži nulu
i zatvoren je na dodavanje jedinice skup prirodnih brojeva. Dakle, skup
realnih brojeva sadrži prirodne brojeve. Ali on tad sadrži i njima suprotne
brojeve, pa sadrži i cijele brojeve. Nadalje, on sadrži i kvocijente cijelih i
pozitivnih prirodnih brojeva, pa sadrži i racionalne brojeve. Svaki realni
broj dijeli skup svih racionalnih brojeva na one manje ili jednake njemu i
na one veće od njega. I obratno, svaka takva podjela racionalnih brojeva
na dva dijela, od kojih su svi iz prvog dijela manji od svih iz drugog dijela,
odred̄uje jedan realni broj. Ako taj broj nije racionalan, tad on na neki
način popunjava rupu, odred̄uje granicu, izmed̄u ta dva dijela. Tako skup
realnih brojeva intuitivno i razumijemo, kao skup racionalnih brojeva s
ovako nadodanim granicama tamo gdje ih nema (’rupama’). Iz ovog opisa
slijedi i izomorfnost svih struktura realnih brojeva, jer su i sve strukture
racionalnih brojeva izomorfne. On je, takkod̄er, osnova konstrukcije realnih
brojeva pomoću racionalnih, pa se i realni brojevi mogu realizirati u teoriji
skupova.

U algebarskim razmatranjima zgodno je imati strukturu u kojoj sve
polinomne jednadžbe imaju rješenja. Realni brojevi ne daju rješenje za
npr. jednadžbu x2 + 1 = 0. Pokaže se da je dovoljno proširiti realne
brojeve do polja koje će imati rješenje ove jednadžbe koje označavamo i (u
elektrotehnici se koristi j jer je i oznaka za jakost struje). Tako definiramo
strukturu kompleksnih brojeva kao najmanje polje (C,0,1, i,+, ⋅) koje
sadrži potpolje realnih brojeva, i jedan novi istaknuti element i takav da je
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i2 = −1. Svako polje koje sadrži realne brojeve i broj i sadrži i sve brojeve
oblika a+ bi. Može se pokazati da je skup ovih brojeva takod̄er polje koje
sadrži realne brojeve (b = 0) i broj i (a = 0,b = 1). Pošto je ono sadržano u
svim drugim takvim poljima, ono je najmanje takvo pa je po definiciji skupa
kompleksnih brojeva upravo to skup kompleksnih brojeva:

C = {a+bi∣a,b ∈R}

Ta jednakost opisuje kako predstavljamo kompleksne brojeve pomoću re-
alnih brojeva. Ona nam ujedno kaže da su sve strukture kompleksnih
brojeva izomorfne (jer su sve strukture realnih brojeva izomorfne). Ona je
nadalje i osnova konstrukcije kompleksnih brojeva iz prirodnih, pa se tako
i kompleksni brojevi mogu realizirati u teoriji skupova.

Gledano kroz povijest, ljudska zajednica je relativno lako prihvatila
prirodne brojeve, kao i pozitivne racionalne brojeve. Med̄utim trebala su
stoljeća da prihvate negativne, realne i kompleksne brojeve, jer nije bila
očevidna njihova veza s prirodom. Moderno poimanje matematike, po kojem
ona nije dio prirode, već slobodna (i upotrebljiva) tvorevina ljudskog uma,
omogućuje da bez zadrške prihvatimo sve ove strukture i mnoštvo drugih
struktura.

Euklid (3. stoljeće prije nove ere) je u svojoj poznatoj knjizi Elementi
dao prvu aksiomatizaciju naših zamisli o svakodnevnom prostoru, prostoru
u kojem djelujemo i kojeg oblikujemo. Ta knjiga je dvije tisuće godina bila
uzorom aksiomatskog pristupa. No, današnje standarde aksiomatike ne bi
prošla. U njoj postoje pojmovi koji niti su navedeni kao osnovni pojmovi niti
su definirani, kao npr, pojam da je jedna točka izmed̄u druge dvije na nekom
pravcu. Takod̄er, koriste se tvrdnje koje niti su stavljene u aksiome niti su
dokazane, kao npr. da pravac koji siječe jednu stranicu trokuta i ne prolazi
vrhovima trokuta mora sjeći i drugu stranicu trokuta. Pošto se radilo o
intuitivnim pojmovima i tvrdnjama, to nije dovelo do pogrešaka u izvod̄enju
ogromnog geometrijskog znanja o svakodnevnom prostoru, koje su Euklid
i drugi geometri razvili kroz tisućljeća. Tek je David Hilbert 1899. godine
’dotjerao’ ovu teoriju, koju zovemo Euklidova geometrija, postavivši je
na moderne aksiomatske osnove. Hilbert je koristio iste osnovne pojmove
kao i Euklid. Mada su nam ti pojmovi, pojam pravca, pojam ravnine,
pojam da je jedna točka izmed̄u druge dvije, te pojam sukladnosti dužina
i kutova, intuitivni i sadržaj su elementarne geometrije koju učimo od
prvih školskih dana, ovdje nećemo opisati tu aksiomatiku, nego jednu
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moderniju, kojoj je završni oblik dao Hermann Weyl 1916. godine. Ne da
bismo bili moderni, nego zato što ta aksiomatika ima cijeli niz značajnih
prednosti. Ona izražava dublje matematičke ideje geometrijskog porijekla,
ideje simetrije, linearnosti i mjere, ideje koje prožimaju cijelu modernu
matematiku. Zato su strukture koje realiziraju ove ideje prisutne gotovo
u svim područjima matematike. Pošto su im korijeni geometrijski, one
tako unose geometrijski zor u ta područja, što je veoma važno. Nadalje,
u tim strukturama se puno efikasnije razmišlja i izvode rezultati nego
u klasičnoj aksiomatizaciji geometrije. I zadnje, ali ništa manje važno,
te strukture se lako mogu poopćiti za modeliranje drugačijih geometrija,
od geometrija na zakrivljenim površinama, koju npr. moraju poštovati
prekooceanski avionski letovi (jer živimo na jednoj takvoj površini), pa do
geometrije iz specijalne i opće teorije relativnosti koja opisuje prostorno
vremenske odnose u prirodi. U osnovi takve aksiomatike je pojam vektora,
s kojim ste zasigurno upoznati tokom obrazovanja. Vektori se, pored toga
što izražavaju neke značajne fizikalne veličine, kao npr.sile i brzine, koriste
da bi se jednostavno opisali i izračunali geometrijski odnosi. No, mi ćemo
ih ovdje opisati kao osnovne geometrijske objekte. Nažalost, ovdje ne
možemo motivirati aksiome koje ćemo uvesti, već ćemo samo dati neke
kratke napomene.

Osnovni geometrijski pojam je odnos dviju točaka. Pri tome razni parovi
točaka mogu biti u istom odnosu. Npr za točke na sljedećoj slici je točka B
u istom odnosu prema točki A kao i točka B′ prema točki A′:

A

B

A′

B′

Iako su (A,B) i (A′,B′) različiti ured̄eni parovi točaka, položaj točke B u
odnosu na točku A jednak je položaju točke B′ u odnosu na točku A′. Odnos
je isti u smislu da moramo ići u istom smjeru za isti iznos (što smo na
slici predstavili strelicom). Vektore zamišljamo (”Bit matematike je u njenoj
slobodi”) kao objekte kojima mjerimo te odnose. Svakom paru točaka A i B
pridružit ćemo vektor

Ð→
AB koji mjeri odnos točke B prema točki A. Pri tome

će za parove na slici, koji su predstavljeni strelicama iste duljine i smjera,
vrijediti da im je pridružen isti objekt.



350 4. Skupovi

Ð→
AB =

ÐÐ→
A′B′

Za strelice kažemo da predstavljaju vektore. Pri tome sve strelice koje imaju
isti smjer i jednako su duge (koje možemo translacijom premjestiti jedne u
druge), i samo one, predstavljaju isti vektor. Često nam je ugodno fiksirati
jednu točku, obično je označavamo sa O. Tad vektore možemo identificirati
sa strelicama koje izlaze iz te točke, pa čak i sa samim točkama – svaku
točku povežemo sa strelicom iz O kojoj je ta točka vrh.

Preko reprezentirajućih strelica možemo definirati zbrajanje vektora. To
je naprosto dodavanje strelice na strelicu:

A B

C

Ð→
AB+Ð→BC =Ð→AC

Možemo se na osnovi geometrijske intuicije uvjeriti da vektori s operacijom
zbrajanja tvore grupu gdje je neutralni element tzv. nul-vektor

Ð→
AA koji

opisuje odnos točke prema njoj samoj, a suprotni vektor vektora
Ð→
AB je

Ð→
BA

Isto tako imamo i prirodnu definiciju množenja vektora brojem. To je
naprosto rastezanje (ako je broj po iznosu veći od 1) ili stezanje (ako je broj
po iznosu manji od 1) za iznos tog broja i eventualno obrtanje strelice (ako
je broj negativan), odnosno nul vektor (ako je broj jednak nuli):

Ð→a
2Ð→a

1
2
Ð→a
−2Ð→a

Vektori s ovim operacijama tvore strukturu koja prožima cijelu matematiku
i koju ćemo sad opisati. Pri tome ćemo se držati uvriježene konvencije
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da grčkim slovima označavamo brojeve a latinskim vektore, dok operaciju
množenja uopće ne pišemo.

Vektorski ili linearni prostor je struktura (V ,0,+, ⋅), gdje je 0 ∈ V , a
+ ∶V 2→V i ⋅ ∶RxV →V su totalne funkcije, pri čemu vrijedi:

1. (a+b)+ c = a+(b+ c) asocijativnost zbrajanja

2. a+0 = 0+a = a neutralnost nule

3. ∀a∃(−a) a+(−a) = (−a)+a = 0 postojanje suprotnog vektora

4. a+b = b+a komutativnost zbrajanja

5. α(a+b) =αa+αb distributivnost množenja i zbrajanja vektora

6. (α+β)a =αa+βa distributivnost množenja i zbrajanja brojeva

7. (αβ)a =α(βa) asocijativnost množenja

8. 1a = a neutralnost jedinice

Naši geometrijski vektori zadovoljavaju ovu strukturu. Ako fiksiramo
jednu točku O tad postoji bijekcija izmed̄u geometrijskih vektora i strelica
koje izlaze iz te točke, pa i one tvore vektorsku strukturu. Za njih kažemo
da su vezani vektori (za točku O). Ured̄ene n - torke brojeva kao i matrice
sa standardnim operacijama zbrajanja i množenja brojem takod̄er tvore
linearni prostor. Isto tako i totalne funkcije sa nekog skupa u skup realnih
brojeva, gdje definiramo zbrajanje funkcija i množenje brojem na sljedeći
način: ( f + g)(x) = f (x)+ g(x), (α f )(x) =α( f (x)).

Elemente vektorskog prostora često zovemo vektori, bez obzira jesu li to
naši standardni (geometrijski) vektori ili ne. Ma koliko ti objekti bili daleko
od geometrije, pošto zadovoljavaju ista pravila kao i geometrijski vektori,
dajemo im odred̄eno geometrijsko značenje. Po uzoru na geometrijske
vektore uvodimo i geometrijsku terminologiju a tako i odred̄eni geometrijski
zor u te prostore koji nam omogućuje bolje snalaženje u njima. Svi ovi
prostori izražavaju ideju linearnosti ili superpozicije koju ćemo ovdje samo
naznačiti. Ideja linearnosti je prisutna već u tome što su vezani geometrijski
vektori u stvari strelice iz jedne točke i tako odred̄uju zrake iz te točke.
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Med̄utim veza je dublja. Zamislimo dva vala na vodi koji idu jedan prema
drugom. Svaki val na vodi predstavljen je jednom funkcijom koja kaže
njegovu visinu u svakom trenutku i na svakom mjestu. Kad se valovi
susreću oni se ne sudaraju već prolaze jedan kroz drugog. Dok interferiraju
to je teško vizuelno vidjeti i može nam se činiti da se sudaraju. Med̄utim
kad se razdvoje vidjet ćemo da je svaki val sačuvao svoj oblik. Ovo znači
da je zbroj funkcija koja predstavljaju valove na vodi takod̄er gibanje vode.
Zato funkcije koje prezentiraju gibanje vode tvore vektorski prostor. Da
je superpozicija stanja sustava takod̄er stanje sustava zovemo principom
superpozicije. Postojanje principa superpozicije u nekoj fizikalnoj pojavi
nije samo njeno veoma značajno svojstvo već nam omogućuje i njenu
efikasnu matematičku analizu. Za svjetlost vrijedi princip superpozicije.
Zahvaljujući tome vidimo se med̄usobno, jer kad ne bi bili tako svjetlost iz
raznih izvora bi se sudarala i ne bismo ništa vidjeli. Takod̄er taj princip
omogućuje da sliku rastavimo na jednostavnije dijelove, koje čak možemo
pohraniti u računalu, da bismo, opet zahvaljujući principu superpozicije,
od nje po potrebi ponovo sastavili ukupnu sliku. Ovakvo rastavljanje i
sastavljanje je osnova Fourierove analize, područja iz kojeg je, sjetimo se,
Cantor krenuo u svijet beskonačnih skupova. Da bismo vidjeli kakve veze
ima princip superpozicije s linearnošću prvo moramo nešto reći o tome što
su to linearne funkcije. U elektronici ćete često susresti pojam linearno
pojačalo. Svako pojačalo realizira jednu funkciju f koja signal na ulazu
x prebacuje u signal na izlazi x ↦ f (x). Linearno pojačalo ima svojstvo
da će dvaput veći ulaz prebaciti u dvaput veći izlaz, 2x ↦ 2 f (x) = f (2x),
a superpoziciju signala na ulazu u superpoziciju signala na izlazu, x+ y↦
f (x)+ f (y) = f (x+ y). Funkciju koja djeluje iz jednog vektorskog prostora u
drugi i koja ima sljedeća dva svojstva zovemo linearna funkcija:

f (αx) =α f (x) homogenost

f (x+ y) = f (x)+ f (y) aditivnost

Takve funkcije su veoma značajne u matematici jer su relativno jednos-
tavne, a pomoću njih možemo lokalno aproksimirati složenije funkcije. To je
osnova diferencijalnog i integralnog računa. Npr. osnovni smisao derivacije
funkcije je da funkciju (zakrivljeni graf) oko neke točke aproksimira linear-
nom funkcijom (tangentom na graf u toj točki). No da dovršimo ovu eliptičku
priču: kad su uvjeti na moguća stanja ili gibanja fizikalnog sustava izraženi
linearnim funkcijama tada za fizikalni sustav vrijedi princip superpozicije.
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Aksioma strukture vektorskog prostora ima taman dovoljno da odred̄uju
zanimljive strukture koje su prisutne u gotovo svim područjima matema-
tike. Med̄utim, što se tiče geometrije, ta struktura je slaba. Samo originalno
značenje riječi geometrija, da je to premjeravanje zemlje, sugerira da nam
nedostaju mjere, da možemo mjeriti, prije svega udaljenosti točaka i kutove
izmed̄u zraka. Udaljenost točaka možemo razumjeti kao duljinu vektora
koji spaja te točke, a kut izmed̄u zraka kao kut izmed̄u vektora koji leže
na tim zrakama. Tako je dovoljno uvesti mjere u skupu vektora. Med̄utim,
umjesto uvod̄enja tih mjera uvodi se jedna druga operacija, tzv. euklidski
skalarni produkt vektora, jer ima jednostavna svojstva i iz njega se lako
dobiju navedene mjere. To je operacija koja na ulaz uzme dva vektora a i
b, a na izlaz "izbaci" broj a ⋅ b. Broj dobijemo tako da jedan vektor okomito
projeciramo na drugi vektor. Kad su vektori na istom pravcu, pomnožimo ih
kao što se množe brojevi. Evo nekoliko tipičnih situacija:

a ⋅b = 2 ⋅3 = 6a

b

a ⋅b = 2 ⋅(−3) =−6a

b

a ⋅b = 2 ⋅3 = 6a

b

a ⋅b = 2 ⋅(−3) =−6a

b

Skalarni produkt na vektorskom prostoru V je totalna operacija ⋅ ∶
V 2→R takva da vrijedi

1. a⃗ ⋅ b⃗ = b⃗ ⋅ a⃗ komutativnost

2. a⃗ ⋅(b⃗+ c⃗) = a⃗ ⋅ b⃗+ a⃗ ⋅ c⃗ aditivnost
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3. (αa⃗) ⋅ b⃗ = a⃗ ⋅(αb⃗) =α(a⃗ ⋅ b⃗) homogenost

Zovemo ga još i euklidski produkt vektora ako vrijedi još i

d) a ⋅a ≥ 0 ∧ (a ⋅a = 0↔ a = 0) pozitivna definitnost.

Vektorski prostor kojem još dodamo euklidski produkt, dakle strukturu
(V ,0,+, ⋅, ⋅) (koristimo istu oznaku za množenje vektora brojem i za mno-
ženje vektora) nazivamo euklidski vektorski prostor.

S malo poznavanja geometrije lako se uvjeriti da je prethodno definirani
produkt geometrijskih vektora euklidski produkt, pa je tako skup geome-
trijskih vektora Euklidski vektorski prostor. U takvom prostoru možemo
definirati iznos ili normu vektora:

∣a∣ =
√

a ⋅a

udaljenost dva vektora

d(a,b) = ∣b−a∣

i mjeru kuta α izmed̄u dva vektora

cos(α) = a ⋅b
∣a∣ ⋅ ∣b∣

Za geometrijske vektore to se podudara sa standardnim geometrijskim
mjerama. Med̄utim, sada imamo mjere za bilo koji euklidski prostor. Npr.
u prostoru neprekidnih funkcija s intervala realnih brojeva [a,b] u skup
realnih brojeva možemo definirati skalarni produkt sljedećom formulom

f ⋅ g = ∫
b

a f (x) ⋅ g(x)dx

Tako sad možemo govoriti npr. koliko su dvije funkcije udaljene i tako
mjeriti koliko jedna funkcija dobro aproksimira drugu. Npr. možemo
tražiti funkciju iz nekog skupa funkcija koja najbolje aproksimira traženu
funkciju (najbliža joj je). Na ovo smo mislili kad smo govorili da preko
vektorskog i euklidskog prostora unosimo geometrijsku intuiciju u druga
područja matematike. Isto radimo i sa ostalim geometrijskim strukturama
koje modeliraju geometrijske ideje.
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No još nismo dovršili modeliranje našeg svakodnevnog prostora. Ako fik-
siramo jednu točku, tad sve ostale točke možemo identificirati s vektorima
nanešenim iz te točke. Na taj način možemo identificirati prostor točaka s
euklidskim vektorskim prostorom

To se ponekad i radi jer je tehnički ugodno. Med̄utim, što se zasnivanja
tiče, sve su točke ravnopravne (kažemo da je prostor homogen), pa ne
možemo jednu istaknuti, već se moramo vratiti početnoj ideji, da vektorima
mjerimo odnose točaka. Dakle, imamo funkciju koja svakom paru točaka
A,B pridruži vektor

Ð→
AB pri čemu vrijedi

1. Za svaki vektor a i točku A postoji jedinstvena točka B takva da je
a =Ð→AB

2.
Ð→
AB+Ð→BC =Ð→AC

Strukturu koja se sastoji od skupa P, Euklidskog prostora V i totalne
funkcije Ð→ ∶ P2 → V , dakle strukturu (P,(V ,0,+, ⋅, ⋅),Ð→) gdje je (V ,0,+, ⋅, ⋅)
euklidski vektorski prostor a za Ð→ vrijede prethodna dva svojstva, nazi-
vamo afini euklidski prostor.

Med̄utim još nas jedan korak dijeli od našeg svakodnevnog prostora
– on je trodimenzionalan. U takvom prostoru možemo naći tri vektora
e1, e2 i e3 (obično koristimo jedinične med̄usobno ortogonalne vektore
koje označavamo i, j i k) takve da sve druge vektore možemo prikazati
kao njihovu linearnu kombinaciju, a nijedan od njih ne možemo prikazati
kao linearnu kombinaciju preostala dva. Za takve vektore kažemo da
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tvore bazu prostora. Pri tome da je npr. neki vektor x linearna
kombinacija vektora a, b i c znači da postoje brojevi α, β i γ takvi da
je x =αa+βb+γc. Za prostor koji ima bazu sastavljenu od 3 vektora kažemo
da je trodimenzionalan. Sad konačno možemo dovršiti specifikaciju: naš
svakodnevni prostor je trodimenzionalni afini euklidski prostor.

Matematički gledano, možemo zamisliti i prostore s drugim brojem
dimenzija i računati u njima kao i u trodimenzionalnom prostoru. Npr.
prostor kvadratnih matrica je četverodimenzionalan prostor. Dok je prostor
neprekidnih funkcija kojeg smo prethodno opisali beskonačnodimenzionalni
vektorski prostor (nema konačnu bazu). Nadalje, prostor u većim razmje-
rima se razlikuje od našeg svakodnevnog prostora. Kretanje po Zemljinoj
površini ima drugačiju geometriju. Nju možemo opisati tako da je oko
svake točke lokalno aproksimiramo euklidskom ravninom. Takvu strukturu
zovemo dvodimenzionalnom Riemannovom mnogostrukošću. Einstein
je pokazao da su prostor i vrijeme nerazdvojivi i tvore tzv. četverodimen-
zionalni kontinuum. To je afini prostor u kojem je pridruženi vektorski
prostor četverodimenzionalan a skalarni produkt nije euklidski nego tzv.
skalarni produkt Minkowskog. Zovemo ga prostor Minkowskog. U općoj
teoriji relativnosti prostor je tek lokalno takav, pa cijeli svemir možemo
zamisliti kao tzv. mnogostrukost Minkowskog itd. Dakle, ovakav pristup
svakodnevnoj geometriji, preko pojma vektorskog prostora i skalarnog pro-
dukta, ne samo da unosi geometriju u druga područja matematike gdje se
javljaju takve strukture, nego omogućuje variranja u koja se mogu smjestiti
raznolike geometrijske zamisli.

Ako se želite bolje upoznati s osnovnim matematičkim strukturama
preporučamo [Fef05], a ako želite vidjeti kakve strukture dominiraju
modernom matematikom preporučamo [MH].

4.5.3 Algebra modulo n i simetrična kriptografija

Detaljnije ćemo proučiti jednu nestandardnu strukturu koja se koristi u
računarstvu. Za ilustraciju ćemo uzeti aritmetiku sata. Gledat ćemo samo
cjelobrojne položaje kazaljki koje ćemo označiti prirodnim brojevima od 0 do
11. Taj skup ćemo označavati

Z12 = {0,1,2, . . . ,11}
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Ako je kazaljka npr. pokazivala 8 sati i proteklo je 7 sati koliko će kazaljka
sada pokazivati? Zbrojimo li 8 i 7 dobit ćemo 15. To nije rješenje. Moramo
pogledati koliko je to preko 12. To je 3 preko 12 pa je će kazaljka pokazivati
na broj 3. Ovakvo zbrajanje zovemo zbrajanje modulo 12. Njega možemo
jednostavno definirati pomoću običnog zbrajanja:

a+12 b = (a+b) mod 12

gdje je a mod b ostatak kod dijeljenja a s b. Npr. 23 mod 5 = 3 jer je 23 =
4 ⋅5+3. Tako je

8+12 7 = 3

Koliko će pokazivati kazaljka ako je kazaljka pokazivala na 0 i prošlo je
7 puta po 8 sati? Sad ćemo morati pogledati koliko je 7 ⋅8 = 56, pogledati
koliko 12 puta stane u 56, 4⋅12 = 48 i uzeti ostatak 56−48 = 8. Ovu operaciju
zovemo množenje modulo 12 i označavamo

7 ⋅12 8 = 8

Općenito

a ⋅12 b = (a ⋅b) mod 12

Primjer 4.5.3. Izračunajmo

a) 9+12 6

b) 9 ⋅12 6

c) (7+12 5) ⋅12 (10+12 5 ⋅12 6)
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Rješenje: a) 9+12 6 = (9+6) mod 12 = 15 mod 12 = 3

b) 9 ⋅12 6 = (9 ⋅6) mod 12 = 54 mod 12 = 6

c) Umjesto da na oznakama operacija stalno imamo indeks 12 jednostavnije
je pisati bez tog indeksa i na kraju izraza staviti napomenu da su to
operacije modulo 12:

a+12 b = c↔ a+b = c (12)
U ovim jednostavnijim oznakama zapis računanja je sljedeći:

(7+5) ⋅(10+5 ⋅6) = 0 ⋅(10+6) = 0 ⋅4 = 0 (12)
Takod̄er, računanje nam može olakšati pravilo da ćemo dobiti isti
rezultat ako računamo obično zbrajanje množenje, pa tek naknadno
uzmemo ostatak kod dijeljenja s n. U našem slučaju bi obično računanje
dalo (7+5) ⋅(10+5 ⋅6) = 12 ⋅(10+30) = 12 ⋅40 = 480. Kad uzmemo ostatak
kod dijeljenja s 12 opet ćemo dobiti nulu (to nam govori predzadnji izraz
u računu).

Y

Strukturu aritmetike sata (Z12,+12, ⋅12) zovemo algebra modulo 12.
Posve analogno definiramo algebru modulo n za n ≥ 2:

(Zn,+n, ⋅n)

Zn = {0,1, . . . ,n−1} +n, ⋅n ∶ Z2
n→ z

a+n b = (a+b) mod n

a ⋅n b = (a ⋅b) mod n

Primjer 4.5.4. Izračunajmo

a) 3+5 (6)

b) 3 ⋅5 (7)

c) 2 ⋅8+5 ⋅7 (9)
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Rješenje: a) 3+5 = 2 (6)

b) 3 ⋅5 = 1 (7)

c) 2 ⋅8+5 ⋅7 = 7+8 = 6 (9) Y

Aritmetika koja se odvija u 32 bitnom računalu je aritmetika modulo
232. Kada je zbroj ili umnožak manji od 232 rezultat odgovara običnom
zbrajanju i množenju. U protivnom se uzima ostatak modulo 232. Radi
jednostavnosti pogledajmo kako to izgleda u 8-bitnom računalu. Tu imamo
aritmetiku modulo 28 = 256, a brojevi su zapisani u binarnom zapisu.
Uzimanje ostatka je naprosto uzimanje onoga što stane u prvih 8 lokacija.
Npr.

1 1 0 0 1 1 1 1 207

0 1 1 1 1 0 1 0 122 +
(256)

1 0 1 0 0 1 0 0 1 73
↑

sve što ne stane u 8 pozicija se otkida i to je upravo uzimanje ostatka
kod dijeljenja s 28

Pogledajmo kakva svojstva imaju ove algebre.

komutativnost

a+b = b+a (n)

a ⋅b = b ⋅a (n)

asocijativnost

a+(b+ c) = (a+b)+ c (n)

a ⋅(b ⋅ c) = (a ⋅b) ⋅ c (n)
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distributivnost množenja u odnosu na zbrajanje

a ⋅(b+ c) = a ⋅b+a ⋅ c) (n)

neutralni elementi

0 je neutralni element za zbrajanje, a 1 za množenje modulo n

a+0 = a (n)

a ⋅1 = a (n)

suprotni broj

Po definiciji suprotnog broja broja a tražimo broj x takav da je

a+ x = 0 (n)

Ova jednadžba uvijek ima jedinstveno rješenje pa svaki broj a ima svoj
jedinstveni suprotni broj −a(n). Pogledajmo npr. što je suprotan broj broja
5 u algebri modulo 12, tj. što je −125 ili −5 (12). To nije −5. Broj −5 je
suprotan broj broja 5 u algebri cijelih brojeva! Taj broj čak i ne pripada
skupu Z12. Dakle,

−125 ≠−5

Po definiciji suprotnog broja u danoj algebri −5 (12) je rješenje jednadžbe

5+ x = 0 (12)

To je naprosto broj koji nadopunjuje 5 do 12, broj 7. Tako je −5 = 7 (12).

inverzni broj

Inverz a−1 broja a u algebri modulo n je po definiciji broj x takav da je
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a ⋅ x = 1

Naravno, kao i kod suprotnog objekta tako i kod inverza, inverzi u algebri
racionalnih brojeva i inverzi u algebri modulo n se obično ne podudaraju:

x−1 (n) ≠ x−1 Q

Pogledajmo npr. što je inverz broja 7 u algebri modulo 12. To zasigurno nije
1
7

, inverz u algebri racionalnih brojeva, već je to rješenje sljedeće jednadžbe

7 ⋅ x = 1 (12)

Postoji sistematski postupak za rješavanje ovakvih jednadžbi, no mi ćemo
ovdje rješenje tražiti pogad̄anjem. Pošto su kandidati brojevi od 1 do 11
pogad̄anje neće dugo trajati. Lako se možemo uvjeriti da je rješenje broj 7.
Dakle,

7−1 = 7 (12)

Ako bismo tražili inverz broja 8 u algebri modulo 12 ne bismo ga našli. Uvr-
štavanjem svih mogućih vrijednosti za x možemo se uvjeriti da jednadžba
8 ⋅ x = 1 (12) nema rješenja. Kod racionalnih brojeva svi brojevi osim nule
imaju inverz. Kod matrica samo neke matrice imaju inverz (one kojima
determinanta nije jednaka nuli). U algebri modulo n inverz imaju samo
brojevi kojima je najveći zajednički djelitelj s n jednak 1:

D(a,n) = 1

Ovo pravilo nećemo dokazivati već ćemo ga koristiti.

Vidimo da algebra modulo n ima mnogo zajedničkih svojstava sa stan-
dardnim algebrama brojeva. Ako je n prost broj tad će svaki nenulti element
imati inverz pa je tad algebra modulo N polje. Ako n nije prost broj
tad vrijede svi aksiomi polja osim aksioma o postojanju inverza. Takva
struktura se zove komutativni prsten s jedinicom. To znači da i
jednadžbe, u slučaju kad imamo inverz koji nam je potreban u nekom
koraku, možemo rješavati na sličan način.

Primjer 4.5.5. Riješimo sljedeći problem. Ako kazaljka pokazuje 7 sati
koliko puta mora proći 5 sati da bi kazaljka pokazivala 10 sati?
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Rješenje: Traženi broj puta x je rješenje jednadžbe

5x+7 = 10 (12)

Ovu ćemo jednadžbu rješavati na isti način kao i jednadžbu nad racionalnim
brojevima, metodom suprotne operacije. Da bismo eliminirali dodavanje
broja 7 modulo 12 objema stranama ćemo dodati suprotan broj modulo 12:

5x+7 = 10 (12) ∣+(−7)

5x+7+(−7) = 10+(−7) (12)

5x+0 = 10+(−7) (12)

5x = 10+(−7) (12)

Sad, kao što moramo računati zbrajanje modulo 12 moramo računati i
−7 (12). To je rješenje jednadžbe

7+ x = 12 (12)→ x = 5

Dakle, −7 = 5 (12). Sad možemo nastaviti rješavati jednadžbu:

5x = 10+(−7) (12)

5x = 10+5 (12)

5x = 3 (12)

Da bismo eliminirali množenje s 5 jednadžbu ćemo pomnožiti s 5−1 (12):

5x = 3 (12) ∣ ⋅5−1

5−1 ⋅5x = 3 ⋅5−1 (12)

1 ⋅ x = 3 ⋅5−1 (12)

x = 3 ⋅5−1 (12)

Inverz broja 5 modulo 12 je rješenje jednadžbe 5 ⋅ x = 1 (12). Pogad̄anjem
možemo lako utvrditi da je to 5:
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5−1 = 5 (12)

Sad možemo nastaviti rješavati jednadžbu:

x = 3 ⋅5−1 (12)

x = 3 ⋅5 (12)

x = 3 (12)

Da je 3 zaista rješenje možemo provjeriti uvrštavanjem u početnu jed-
nadžbu:

5x+7 = 10 (12)

5 ⋅3+7 = 10 (12)

3+7 = 10 (12)

10 = 10 (12) ✓ Y

Primjer 4.5.6. Riješimo sljedeće jednadžbe:

a) 5x+7 = 5 (11)

b) 6x+7 = 5 (8)

c) 2+2x = 5+5x (8)

Rješenje: a) 5x+7 = 5 (11) ∣+(−7)

5x = 5+(−7) (11)

5x+7 = 5+4 (11)

5x+7 = 9 (11) ∣ ⋅5−1

x = 9 ⋅5−1 (11)

x = ⋅9 (11)

x = 4 (11)
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b) 6x+7 = 5 (8) ∣+(−7)
6x = 5+(−7) (8)
6x = 6 (8)
Inverz broja 6 ne postoji jer je D(6,8) = 2. Zato ne možemo nastaviti
rješavati jednadžbu na standardan način već moramo pogad̄ati rješenje.
Pogad̄anjem lako nad̄emo da su rješenja 1 i 5.

c) Opet ćemo rješavati na isti način kako bismo i običnu jednadžbu rješavali

2+2x = 5+5x (8) ∣+(−5x)+(−2)
2x+(−5x) = 5+(−2) (8)
2x+(−5x) = 3 (8)
U običnoj algebri je −(5x) = (−5)x. Vrijedi li to i ovdje? Sad se pokazuje
zašto je dobro imati teoriju algebre za koju vrijede neki aksiomi. Znamo
da algebra modulo n tvori komutativan prsten s jedinicom . Da imamo
razvijenu teoriju takvih struktura, sad bismo znali odgovor na naš
trenutni problem. Malo nesigurniji način bi bio da pogledamo šta vrijedi
u pozatim nam takvim strukturama, a to je struktura cijelih brojeva.
Tamo to pravilo vrijedi, pa bi trebalo i ovdje. No da smo sigurni dokazat
ćemo direktno da vrijedi −(5x) = (−5)x. Trebamo dokazati da je (−5)x
suprotan broj broja 5x tj. da vrijedi

5x+(−5)x = 0

To ćemo pokazati sred̄ujući lijevu stranu:

5 ⋅ x+(−5) ⋅ x= (5+(−5)) ⋅ x = 0 ⋅ x= 0 (8)
↑ ↑

distributivnost to se lako dokaže

Sad možemo nastaviti rješavati jednadžbu:

2x+(−5x) = 3 (8)
2x+(−5) ⋅ x = 3 (8)
(2x+(−5)) ⋅ x = 3 (8)
(2+3)x = 3 (8)
5x = 3 (8) ∣ ⋅5−1

x = 3 ⋅5−1 (8)
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x = 3 ⋅5 (8)

x = 7 (8)

Y

Pomoću algebre modulo n predstavljaju se cijeli brojevi u računalu. Radi
jednostavnosti ćemo uzeti 8 - bitno računalo. Već smo vidjeli (strana 361)
da se u njemu može predstaviti 28 = 256 brojeva, od 0 do 28−1 = 255 i da je
zbrajanje u njemu zbrajanje modulo 256. Med̄utim, tako ne predstavljamo
obično zbrajanje brojeva od 0 do 255 već zbrajanje i oduzimanje brojeva
od −27 = −128 pa do 27 −1 = 127. pri tome su brojevi od 0 do 127 = 27 −1
predstavljeni samim sobom. U binarnom zapisu oni počinju s nulom.
Preostali brojevi predstavljaju negativne brojeve. Oni u binarnom zapisu
počinju s jedinicom. Tako broj 255 predstavlja -1, broj 254 predstavlja -2,
itd., sve do broja 128 koji predstavlja broj -128:

brojevi modulo n 0 1 2 . . . 127 128 . . . 254 255
↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑

cijeli brojevi 0 1 2 127 -128 -2 -1

Zašto baš ovako? Prvo, na ovaj način suprotni brojevi u algebri cijelih
brojeva prelaze u suprotne brojeve u algebri modulo 256. Npr. broju 2 u
algebri cijelih brojeva je suprotan broj -2 a u algebri modulo 256 suprotan
mu je broj 254, a upravo su ovi brojevi povezani ovom vezom. Nadalje, kad
pogledamo binarni zapis, suprotan broj danog broja u algebri modulo 256
lako dobijemo. Pogledajmo kako na primjeru broja 2. Binarni zapis broja 2
je

00000010 (2)

Suprotan broj mora biti takav da zbrojen s njim daje na svih osam mjesta
nulu i na devetom mjestu (kojeg ne možemo predstaviti) jedinicu. Ako
sve jedinice zamijenimo u nule a sve nule u jedinice dobit ćemo tzv prvi
komplement broja 2:

11111101 (prvi komplement od 2)

nije suprotan broj jer zbrojen sa 2 daje 11111111. Ali ako dodamo još
jedinicu dobit ćemo sve nule:
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0 0 0 0 0 1 0 (2)

1 1 1 1 1 0 1 } drugi komplement od 2 =−2+ 1

1 0 0 0 0 0 0 0

Dakle, suprotan broj ćemo dobiti tako da prvom komplementu dodamo
još jedinicu (to se zove drugi komplement)

11111101 + 1 = 1111110 (-2).

Vidimo da ovakvim predstavljanjem cijelih brojeva postižemo da se lako
računa suprotni broj, a tako i oduzimanje (= zbrajanje suprotnog broja).

Algebra modulo n ima zanimljivu primjenu u klasičnoj kriptografiji.
Osnovni problem kriptografije je kako prenijeti poruku od osobe A osobi
B, a da je ne može pročitati osoba C koja se eventualno dočepa poruke.

Razmotrimo klasičan primjer šifriranja kod Starih Grka. Osoba A bi
uzela valjkasti štap, na njega namotala vrpcu i na njoj bi duž štapa ispisala
poruka (u više redaka):

Kad se vrpca razmota dobije se nerazumljiv niz znakova. Takva vrpca se
prenese osobi B. Da bi osoba B mogla pročitati poruku mora je namotati
na valjkasti štap istog promjera. Pogledajmo osnovne elemente ovog
postupka. Osoba A je tekst M (tzv. otvoreni tekst) šifrirala tj. prevela
u nerazumljivi tekst S koristeći komad informacije K , promjer štapa. Taj
komad informacije K je bio potreban za postupak šifriranja EK kojim smo
od M dobili S:

S =EK(M) (E od enkripcija = šifriranje)
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Za postupak dešifriranja potreban je taj isti komad informacije (štap istog
promjera) da se natrag dobije početna poruka M

M =DK(S) (D od dekripcija = dešifriranje)

Zato se i komad informacije K mora prenijeti osobi B:

špijun C
��M→ S =EK(M) S

komunikacijski
kanal

//

K

77
S→M =DK(S)

pošiljatelj A primatelj B

Komad informacije potreban za šifriranje i dešifriranje zove se ključ. Samo
šifriranje i dešifriranje su funkcije EK i DK koje su med̄usobno inverzne

DK EK(M) = M

EK DK(S) = S

Element tajnosti je u tome da je onome tko ne zna K jako teško dešifrirati
poruku (treba mu puno vremena i resursa za to). Naravno, najjednostavnije
mu je pronaći K . Da se to ne bi desilo treba osigurati veliki broj izbora
za K . Skup mogućih ključeva, u našem slučaju mogućih promjera štapa,
zovemo prostor ključeva i on mora biti dovoljno velik da vjerojatnost
nalaska ključa u razumnom vremenu bude jako mala. Mana klasične
kriptografije je da se isti ključ koristi i za šifriranje i za dešifriranje (ili
se barem ključ za dešifriranje lako dobije iz ključa za šifriranje. Zato je još
nazivamo i kriptografija simetričnog ključa. Zbog toga osoba A mora
osobi B poslati i ključ K , izlažući se tako riziku da osoba C može presresti
ključ i dešifrirati poruku. Suvremena kriptografija (tzv. kriptografija
asimetričnog ključa), koja je stara tek nekih tridesetak godina, riješila
je postupak prijenosa tajnih poruka na način da se ključ ne mora slati. O
njoj ćemo reći nešto više na strani 415

U doba Rimljana u upotrebi je bila tzv. Cezarova šifra. Slova alfabeta
se poredaju ciklički i svako slovo se zamijeni sa slovom koje je npr. 2 mjesta
desno od njega u alfabetskom poretku. Npr. za engleski alfabet to ovako
izgleda.
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ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
CDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZAB

Tako bi se npr. riječ ANANAS šifrirala u string CPCPCU. U ovakvom
načinu šifriranja ključ je broj mjesta pomaka znaka. Taj broj može biti
bilo koji broj od 1 do 25 tako da je prostor ključeva jako malen i pretragom
ga se može veoma brzo otkriti. No za tadašnje doba kad je jako malo
ljudi znalo čitati ova šifra je sasvim dobro funkcionirala. Ona je primjer
tzv. monoalfabetske šifre kod koje se jedan znak zamjenjuje uvijek istim
znakom. Tako su se npr sva tri slova A u prethodnom tekstu zamijenila
istim slovom, slovom C. Uslijed toga će se u šifriranom tekstu slovo C
pojavljivati upravo onoliko puta koliko se u otvorenom tekstu javlja slovo
A. Pošto u svakom jeziku svako slovo ima odred̄enu učestalost, čim je tekst
malo duži, na osnovi analize učestalosti slova može se otkriti koje slovo je
kojim zamijenjeno. Npr. U hrvatskom jeziku je omjer pojave slova A i svih
slova u tekstu (tzv. relativna frekvencija slova A) negdje oko 1.15%. Kad
bi se koristila prethodna šifra za šifriranje dužeg teksta, izmjerila bi se
relativna frekvencija slova C. Ona bi bila blizu 1.15% i tako bi se odmah
znalo da je slovo C zamijenilo slovo A, odnosno da je ključ za šifriranje broj
2, i šifra bi bila probijena.

Moderno šifriranje zasniva se na tzv. polialfabetskom šifriranju u
kojem se razne pojave istog znaka zamjene raznim znakovima i tako se
onemogući probijanje šifre frekvencijskom analizom. Uzmimo za primjer
riječ ANANAS. Ključ napišemo ispod teksta koji šifriramo, s tim da ga
ponavljamo sve dok ne dod̄emo do kraja teksta:

A N A N A S
K O S K O S

Šifriranje nećemo raditi pomoću funkcija koje rade sa slovima već sa
brojevima jer je to praktičnije. No prije toga moramo kodirati slova
brojevima. U računalnoj primjeni je to standardni ASCII kod. Nama
je ovdje jednostavnije zamijeniti svako od 26 slova engleskog alfabeta s
brojevima od 0 do 25 (radi jednostavnosti nećemo gledati ostale simbole niti
velika i mala slova)
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A B C D E F G H I J K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N O P Q R S T U V W X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Tako ćemo umjesto riječi ANANAS i ključa KOS imati niz brojeva:

A N A N A S ↦ 0 13 0 13 0 18
K O S K O S 10 14 18 10 14 18

Šifriranje će bit naprosto zbrajanje modulo 26

A N A N A S ↦ 0 13 0 13 0 18
K O S K O S 10 14 18 10 14 18 +26
K B S X O K ←[ 10 1 18 23 14 10

Šifra je tako riječ KBSXOK. Vidimo da je slovo A jednom zamijenjeno sa
slovom K, drugi put sa slovom S a treći put sa slovom O. Isto tako su
prvo slovo A i zadnje slovo S zamijenjeni istim slovom, slovom K. Tako se
gubi mogućnost frekventne analize. Takod̄er primijetimo da smo za izbor
ključa duljine 3 imali na raspolaganju 26 ⋅26 ⋅26 = 263 = 17576 mogućnosti.
Za računalo to i nije veliki broj. Ali zamislite duži tekst za čije šifriranje
koristimo ključ duljine 10. Tad imamo 2610 mogućnosti izbora ključa što je
više od 1014 mogućnosti. Pretvoreno u vrijeme, ako je računalu potrebna 1
mikrosekunda da ispita za jedan niz je li ključ, tad računalu treba više od 4
godine da ispita sve mogućnosti. A da i ne govorimo o većim ključevima.
Tako je bez poznavanja ključa dešifriranje naprosto nemoguće. Ali što
je dešifriranje? Pa naprosto oduzimanje ključa modulo 26, tj. dodavanje
suprotnih brojeva modulo 26:

K B S X O K ↦ 10 1 18 23 14 10
− K O S K O S 10 14 18 10 14 18 +26

A N A N A S ←[ 0 13 0 13 0 18

Primjer 4.5.7. Šifrirajmo riječ JANJEJELEGLO koristeći riječ KUNA.

Rješenje:
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J A N J E J E L E G L O ↦ 9 0 13 9 4 9 4 11 4 6 11 14
K U N A K U N A K U N A 10 20 13 0 10 20 13 0 10 20 13 0 +26
T U A J O D R L O A Y O ←[ 19 20 0 9 14 3 17 11 14 0 24 14

Dešifriranjem možemo uraditi provjeru jesmo li negdje pogriješili

T U A J O D R L O A Y O ↦ 19 20 0 9 14 3 17 11 14 0 24 14
- K U N A K U N A K U N A 10 20 13 0 10 20 13 0 10 20 13 0 +26

J A N J E J E L E G L O ←[ 9 0 13 9 4 9 4 11 4 6 11 14

Y

4.5.4 Strukture podataka

Strukture podataka su strukture koje možemo efikasno realizirati
na računalu. Dok u matematici dominiraju strukture koje modeliraju
neke osnovne matematičke ideje, u računarstvu dominiraju strukture
koje su vezane za obradu informacija (podataka). Strukture podataka u
računarstvu još nazivamo i tipovi podataka.

Osnova računarstva je računanje pa su brojevne strukture prisutne
i u računarstvu. Pri tome postoje odred̄ena ograničenja koja proizlaze
iz toga da je brojeva beskonačno dok računalo ima konačnu memoriju.
Zato je ispravnije reći da računalo ima strukture računalnih brojeva
kojima aproksimira matematičke strukture brojeva. Npr. u standardnom
predstavljanju cijelih brojeva postoje najmanji i najveći cijeli broj koje
računalo može pohraniti. Računalni cijeli brojevi (tip integer) su cijeli
brojevi unutar tih granica. Ako računanje s cijelim brojevima ostaje u tim
granicama tad se rad s računalnim cijelim brojevima poklapa s radom sa
cijelim brojevima. Med̄utim, ako se prijed̄u granice, poklapanja nestaje.
Isto tako, računalo ima računalne realne brojeve (tip real) kojima nastoji
aproksimirati realne brojeve. Ne samo da realni brojevi mogu biti po iznosu
proizvoljno veliki, nego ih i unutar svakog intervala ima beskonačno. Za
razliku od toga, računalnih je brojeva u svakom intervalu konačno. Zato
se stvarni realni broj aproksimira njemu najbližim računalnim brojem, a
i samo računanje operacija s realnim brojevima daje računalni broj koji
je najbliži realnom koji je stvarni rezultat tih operacija. Zato se kod
implementiranja numeričkih postupaka na računalu mora voditi briga o
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grešci koja nastaje pri računanju. Ako ne znamo ocijeniti grešku tad je
rezultat jednako neupotrebljiv kao i rezultat algoritma za kojeg ne znamo
je li ispravan. Ovdje nije osnovno pitanje je li algoritam ispravan već
možemo li njime dobiti rezultat s greškom manjom od dozvoljene greške.
Dio matematike koji se bavi razvijanjem numeričkih algoritama zajedno s
ocjenom greške rezultata tih algoritama zove se numerička matematika.

Jedna od osnovnih struktura podataka je tzv. struktura listi. Liste su
u računarstvu značajne jer efikasno prezentiraju informacije. Ovdje ćemo
upoznati obične ili jednostruko povezane liste. Radi jednostavnosti gledat
ćemo liste brojeva. Osnovna zamisao je da kad imamo listu brojeva l tad joj
možemo dodati na početak novi broj a i dobiti ćemo novu listu (al). Naravno
u izgradnji listi moramo od nečeg krenuti. To je prazna lista koju ćemo ćemo
označavati () ili oznakom nil. Tako npr. praznoj listi možemo dodati broj 5 i
dobit ćemo listu

(5())

Ovoj listi možemo sad dodati broj 8. Dobit ćemo listu

(8(5()))

Dodamo li 3 dobit ćemo listu

(3(8(5())))

Tako izgleda konstrukcija liste. No, želimo imati i destrukciju liste, rastav
na dijelove od kojih je nastala, i to jedinstven rastav. Broj i listu od kojih
je nastala dana lista nazivamo glavom liste (head) i repom liste (tail) .
Tako je npr za prethodnu listu:

head(3(8(5()))) = 3

tail(3(8(5()))) = (8(5()))

Isto tako je

head(5()) = 5 tail(5()) = ()

head() =? tail() =?
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Jedino praznu listu ne možemo tako rastaviti.

Skup listi zamišljamo kao determinističku rekurzivnu strukturu s jed-
nim baznim elementom, praznom listom, i pravilom konstrukcije a, l↦ (al),
gdje je a element skupa A nad kojim pravimo liste. Tako definiramo da je
struktura listi nad skupom A struktura (L, A,(),(−−)), gdje su A i L
disjunktni skupovi, () ∈ L, a (−−) ∶ A × L → L totalna funkcija, pri čemu
vrijedi (usporedite s aksiomima prirodnih brojeva)

1. (al) ≠ ()

2. (a1l1) = (a2l2) → a1 = a2∧ l1 = l2

3. S ⊆ L ∧ () ∈ S ∧∀l ∈ L(l ∈ S → ∀a ∈ A(al) ∈ S) → S = L princip
indukcije

Struktura listi nad skupom A obično se označava Lists[A]. Njene članove,
naravno, zovemo listama nad A. Prazna lista se još označava nil. Prva
dva aksioma kažu da je svaka lista L, ako nije prazna lista, nastala od
jedinstvenih a ∈ A i l ∈ Lists[A]: L = (al). Tako imamo totalne funkcije nad
nepraznim listama head i tail koje rade dekonstrukciju liste

head ∶ Lists[A]/{()}→ A

head(al) = a, tail(al) = l

tail ∶ Lists[A]/{()}→ Lists[A]

(head(L) tail(L)) = L za L ≠ ()

Princip indukcije kaže da ne postoje druge liste osim onih nastalih iz
prazne liste konačnom primjenom pravila konstrukcije liste. On je osnova
za dokazivanje svojstava listi na isti način kao što je princip indukcije za
prirodne brojeve osnova za dokazivanje svojstava prirodnih brojeva. Prva
dva aksioma kažu da je sistem determinističan, odnosno da se nad listama
mogu rekurzivno definirati funkcije. Uzmimo za jednostavan primjer
funkciju length ∶ Lists[A]→N koja broji koliko ima članova u listi. Njena
rekurzivna definicija je sljedeća
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length(()) = 0

length((al)) = 1+ length(l)

Osnova rekurzivnog opisa funkcije je da vrijednost funkcije na složenijem
objektu ((al)) opišemo pomoću njene vrijednosti na objektu od kojeg je
složen (a i l), te da joj zadamo vrijednost na baznim elementima (u slučaju
listi to je prazna lista ()). Sustav mora biti determinističan da bi ovaj opis
bio ispravan. Jer ako bismo složeni objekt mogli rastaviti na više načina
imali bismo više mogućnosti svod̄enja vrijednosti funkcije, pa bi jednim
svod̄enjem mogli dobiti jedan rezultat a drugim drugi, što je u kontradikciji
s pojmom funkcije. Rekurzivna definicija nam kroz mehanizam svod̄enja
daje i način računanja funkcije. Npr.

length(3(8(5()))) = 1+ length(8(5())) = 1+1+ length(5())
= 1+1+1+ length() = 1+1+1+0 = 3

Jednostavno je i napisati program koji računa rekurzivnu funkciju. Za
funkciju length imamo sljedeću funkcijsku proceduru

function length(L ∶ lista[A]) ∶ L
if L = () then

length(L) ∶= 0
else

length(L) = 1+ length(tail(L))
end if

Na ovom primjeru možemo ilustrirati i princip indukcije. Dokazat ćemo
očiglednu stvar, da je duljina svake liste nenegativan broj. Neka je S skup
svih listi za koje to vrijedi. Moramo pokazati da je S =N. To ćemo dobiti iz
principa indukcije ako utvrdimo da su ispunjene pretpostavke indukcije, da
je prazna lista u S (tzv. baza indukcije) i kad god je neka lista l u S tad je
i od nje konstruirana lista (al) takod̄er u S (tzv. korak indukcije).

Baza indukcije. Pošto je length() = 0 to je prazna lista u S.

Korak indukcije. Neka je lista l u S, tj length(l) ≥ 0. Pošto je length(al) =
1+ length(l) to je i length(al) ≥ 0, tj. (al) je takod̄er u S.

Pošto smo dokazali bazu indukcije i korak indukcije to je po principu
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indukcije zaista S =N – sve liste imaju nenegativne duljine.

Rekurzivni opisi su rezultati rekurzivnog rješavanja problema (svod̄e-
nja problema na manji problem istog tipa, te rješavanje najjedostavnijih
problema tog tipa) i mogu se lako programirati, a njihova svojstva lako
dokazivati principom indukcije. Zato su liste, kao i ostale rekurzivne
strukture, veoma efikasne matematičke strukture. Jednostavno se mogu
rekurzivno definirati sve standardne funkcije s listama, spajanje listi,
sortiranje listi, ispitivanje je li neki objekt u listi, selektiranje podliste
članova koji ispunjavaju neko svojstvo, itd. Nadalje, prednost listi je da
se jednostavno implementiraju u računalu. Svaki član liste predstavljen
je parom ćelija s uzastopnim adresama. Prvi ćelija u paru sadrži taj član
a sljedeća ćelija sadrži adresu ćelije u kojoj se nalazi sljedeći član. Tako
npr lista (3(8(5()))) može biti predstavljena u memoriji na sljedeći način
(desno je dan prikladan vizuelni prikaz liste:

adresa sadržaj
210 3
211 214
212 5
213 000
214 8
215 212
⋮ ⋮

gdje je 000 adresa specijalne namjene - kazuje da je u pitanju zadnji član
liste.

Svaki programski jezik ima neke strukture podataka ugrad̄ene u svoju
semantiku. To su osnovne strukture programskog jezika. Obično se
med̄u njima nalaze strukture računalnih brojeva. Mada je za prirodne
brojeve dovoljno imati funkciju sljedbenik, a sve ostale operacije se mogu
rekurzivno definirati, takav minimalistički pristup nije praktičan. Pro-
gramski jezici imaju u svoju semantiku ugrad̄en cijeli niz operacija s prirod-
nim brojevima. Zato je struktura prirodnih brojeva u programskom jeziku
puno "deblja" od minimalističke strukture prirodnih brojeva u matematici.
Isto vrijedi i za ostale strukture. Struktura listi obično nije primitivna
struktura u programskim jezicima (u funkcijskom programskom jeziku
LISP ona jeste primitivna struktura). Ona, kao i sve ostale strukture, mora
biti realizirana pomoću osnovnih struktura. Situacija je analogna jeziku
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teorije skupova. Tamo je svaka struktura opisana svojom specifikacijom
a realizirana pomoću skupova. Ovdje je razlika jedino u tome što se
svaka struktura mora realizirati pomoću osnovnih struktura. Liste se
obično realiziraju pomoću pointera. Za svaki tip podatka programski jezik
osigurava pointer na taj podatak, tj. podatak o adresi podatka danog tipa.
Kako to konkretno izgleda možete pogledati u priručniku svog omiljenog
programskog jezika.

Kao što programski jezik pored osnovnih naredbi ima i konstrukcije
složenijih naredbi od jednostavnijih (npr. petlje), tako programski jezik
pored osnovnih struktura ima i konstrukcije složenijih struktura od jednos-
tavnijih (opet rekurzija). Većina njih odgovara osnovnim konstrukcijama u
matematici. Od danih skupova možemo napraviti njihov kartezijev produkt,
nad danim skupom konačne nizove elemenata tog skupa, itd. Pogledajte u
svom omiljenom programskom jeziku kakva je sintaksa tih konstrukcija.
Takod̄er postoje i konstrukcije tipične za programiranje. Npr. za svaki tip
podatka T imamo tzv datotečni tip od T. Elementi tog tipa su datoteke
koje možemo razumjeti kao ured̄eni skup podataka osnovnog tipa s tim da
ne možemo svakom članu pristupiti direktno već moramo krenuti od prvog
i pomicati se član po član. Takva struktura je diktirana načinom spremanja
takvog skupa (obično velikog) podataka u memoriju.

Ako želite bolje razumjeti strukture podataka upućujemo vas na poglav-
lje Notes on Data Structuring iz knjige [DDH72] koje je napisao poznati
informatičar C.A.R.Hoare.

Zadaci za vježbu

1. Za svaki od sljedećih skupova ispitajte pripada li mu broj 2

(a) {x ∣x je djelitelj broja 10}
(b) {x ∣x je kvadrat cijelog broja}
(c) {2,{2}}
(d) {{{2}},{2}}
(e) {{2,{2}}}

2. Za svaki od sljedećih skupova ispitajte pripada li mu skup {2}
(a) {2} (b) {2,{2}} (c) {{{2}}} (d) {{2,{2}}}
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3. Ispitajte jesu li sljedeći parovi skupova jednaki

(a) {1,2}, {2,1,1}
(b) {x ∣x je prirodan broj i x < 5}, {0,1,2,3,4}
(c) ∅, {x ∣x < 5 ∧ x > 10}
(d) ∅, {∅}

4. Koji od sljedećih skupova su jedan drugome podskup?
A = {1,2}, B = {1,2,3}, C = {2,3}

5. Koje od sljedećih tvrdnji su istinite?
(a) 1 ∈ {1} (b) {1} ⊆ {1} (c) {1} ∈ {1} (d) {1} ∈ {{1}} (e) ∅ ⊆ {1}
(f) ∅ ∈ {1} (g) {∅} ⊆ {∅,{∅}} (h) {∅,{∅}} ∈ {{∅},{∅,{∅}}}
(i) {∅,{∅}} ⊆ {{∅},{∅,{∅}},∅}
(j) {{∅}} ⊆ {{∅,{∅}},{∅}}
(k) {{∅}} ∈ {{∅,{∅}},{∅}}

6. Na skupu U = {1,2, . . . ,10} za A = {1,2,3,4,5,6} i B = {3,6,9} nad̄ite
(a) A∩B (b) A∪B (c) A∖B (d) B∖A (e) AC (f) (A∪B)C

(g) (A∖B)C

7. Na skupu U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} nad̄ite

(a) {x ∣(x je paran i x ≥ 5) ili nije (x je djeljiv s 3 i x ≤ 7)}
(b) {x ∣(x nije paran i x ≥ 5) ili (x je djeljiv s 3 i nije x ≤ 7)}

8. Pomoću Vennovih dijagrama ispitajte istinitost sljedećih tvrdnji

(a) (A∖B)∪(B∖A) ⊆ A∪B

(b) A∖B = A∩BC

(c) A∩(B∖A) ⊆B

(d) AC ∖B = (A∖B)C

9. Nad̄ite
(a) P({x, y}) (b) {x, y}×{x, y} (c) P({x})×P({y}) (d) P({x}×{y})
(e) P(P(P(∅)))
(f) P(∅×∅) (g) P(∅)×P(∅)

10. Ispitajte jesu li istinite sljedeće tvrdnje

(a) {(1,2)} ∈ P({1,2}×{1,2})
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(b) {(1,2)} ⊆ P({1,2}×{1,2})
(c) {{1,2}} ⊆ P(P({1,2}))
(d) {{1,2}} ∈ P(P({1,2}))
(e) {(1,1)} ⊆ P({1})×P({1})

11. Za relaciju R = {(1,2),(2,2),(2,4),(3,2),(3,4),(4,1),(4,3)} na skupu
A = {1,2,3,4} nad̄ite njenu matricu i njen graf.

12. Nad̄ite relacije na skupu A = {1,2,3} zadane sljedećim uvjetima
(a) a = b (b) a+b = 4 (c) a < b (d) a dijeli b (e) a−b = 1

13. Za relaciju R = {(1,1),(2,2),(2,3),(4,2),(4,3),(4,4)} na skupu A =
{1,2,3,4} ispitajte refleksivnost, irefleksivnost, simetričnost, asimet-
ričnost, antisimetričnost i transitivnost.

14. Ispitajte standardna svojstva sljedećih relacija na skupu {1,2,3,4}

(a) R1 = {(1,1),(1,2),(2,3),(1,3),(4,4)}
(b) R2 = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(4,3),(4,4)}
(c) R3 = {(1,3),(2,1)}
(d) R4 =∅
(e) R5 = A×A

(f) R6 = {(1,1),(1,2),(2,1)}
(g) R7 = {(3,4)}

15. Ispitajte standardna svojstva sljedećih relacija

(a) ≤ na skupu cijelih brojeva

(b) ⊂ (pravi podskup) na P(S)

(c) ⊥ (okomitost) na skupu pravaca u ravnini

(d) ∥ (paralelnost) na skupu pravaca u ravnini

(e) ∣ (djeljivost) na skupu N+ pozitivnih prirodnih brojeva

(f) xR y↔ xy ≥ 0 za x, y realne brojeve

16. Ispitajte standardna svojstva sljedećih relacija na skupu ljudi

(a) x je majka od y
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(b) x je brat od y

(c) x je rod̄ak od y

(d) x je predak od y

(e) x i y imaju zajedničku baku

17. Koja od sljedećih relacija na skupu {1,2,3} su relacije ekvivalencije.
Ako je relacija ekvivalencije nad̄ite joj particiju.

(a) {(1,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}
(b) {(1,1)}
(c) {1,2,3}×{1,2,3}
(d) {(1,1),(2,2),(3,3)}
(e) {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,3),(3,1)}

18. Pokažite da je relacija x ∼ y ↔ x − y je djeljiv brojem 3 relacija
ekvivalencije na skupu
{1,2,4,5,7,11,13} i nad̄ite pripadnu particiju skupa.

19. Koja od sljedećih relacija na skupu cijelih brojeva su relacije ekviva-
lencije i, ako jesu, odredite im pripadnu particiju

(a) m+n je neparan

(b) m2 = n2

(c) m+n je paran

20. Koja od sljedećih relacija na skupu ljudi su relacije ekvivalencije i, ako
jesu, nad̄ite im prirodnu particiju

(a) x i y su jednako stari

(b) x i y su se susreli barem jednom

(c) x i y su rod̄eni na istom kontinentu

21. Koja od sljedećih relacija na skupu {1,2,3} su relacije ured̄aja (strik-
tnog ili nestriktnog) i, ako jesu, jesu li totalni ured̄aj
(a) {(1,2),(1,3)} (b) {(1,2),(2,3),(3,1)} (c) {(1,2),(1,3),(2,3)}
(d) {(1,2)} (e) ∅

22. Koja od sljedećih relacija su relacije ured̄aja i, ako jesu, jesu li totalni
ured̄aj
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(a) string x je početni dio stringa y

(b) (a,b) ≤ (c,d)↔ a ≤ c i b ≤ d, a,b, c,d ∈R
(c) (a,b) ≤ (c,d)↔ a ≤ c ili b ≤ d, a,b, c,d ∈R
(d) string x ima više jedinica nego string y

23. Koja od sljedećih relacija su relacije ured̄aja med̄u ljudima i, ako jesu,
jesu li totalni ured̄aj

(a) x je stariji od y

(b) x stanuje poviše y

(c) x je predak y

(d) x je godinu dana stariji od y

24. Relaciju R = {(a,b),(b, c),(c,a)} na skupu {a,b, c} predstavite ma-
tricom i grafom. Ispitajte refleksivnost, irefleksivnost, simetričnost,
asimetričnost, antisimetričnost i tranzitivnost te relacije. Je li to
relacija ekvivalencije? Je li to relacija striktnog ured̄aja?

25. Relaciju R = {(a,b),(b, c),(a, c)} na skupu {a,b, c} predstavite ma-
tricom i grafom. Ispitajte refleksivnost, irefleksivnost, simetričnost,
asimetričnost, antisimetričnost i tranzitivnost te relacije. Je li to
relacija ekvivalencije? Je li to relacija striktnog ured̄aja?

26. Relaciju R = {(a,a),(a, c),(a,b)} na skupu {a,b, c} predstavite ma-
tricom i grafom. Ispitajte refleksivnost, irefleksivnost, simetričnost,
asimetričnost, antisimetričnost i tranzitivnost te relacije. Je li to
relacija ekvivalencije? Je li to relacija striktnog ured̄aja?

27. Za funkcije f , g ∶ {1,2,3,4}→ {1,2,3,4}, g = {(4,1),(1,2),(2,3),(3,4)},
f = {(4,2),(2,1),(1,3)} utvrdite

(a) domenu i rang

(b) totalnost

(c) surjektivnost

(d) injektivnost

(e) bijektivnost

(f) ako je neka invertibilna nad̄ite joj inverz

(g) Nad̄ite f ○ g ○ f
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28. Za funkcije f , g ∶ {1,2,3,4}→ {1,2,3,4}, g = {(1,4),(2,1),(3,2),(4,3)},
f = {(2,4),(1,2),(3,1)} utvrdite

(a) domenu i rang

(b) totalnost

(c) surjektivnost

(d) injektivnost

(e) bijektivnost

(f) ako je neka invertibilna nad̄ite joj inverz

(g) Nad̄ite f ○ g ○ f

29. Za funkcije f , g ∶ {1,2,3,4}→ {1,2,3,4}, g = {(1,1),(2,1),(3,2),(4,3)},
f = {(2,4),(1,2),(3,3)} utvrdite

(a) domenu i rang

(b) totalnost

(c) surjektivnost

(d) injektivnost

(e) bijektivnost

(f) ako je neka invertibilna nad̄ite joj inverz

(g) Nad̄ite f ○ g ○ f

30. Za zadanu funkciju f izračunajte

(a) Za f (x) = 1
x−1

izračunajte f (0), f (2), f (t), f (a2)

(b) Za f (x) = (x−1)2 izračunajte f (0), f (1), f (1+a), f ((x−1)2)

31. Koja od sljedećih pravila zadaju funkciju

(a) susjed čovjeka x

(b) broj siromašnih ljudi u državi x

(c) prijatelj čovjeka x

(d) najmlad̄i sin čovjeka x

(e) baka čovjeka x

(f) djed po mami čovjeka x
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32. Koji od sljedećih grafova zadaju funkciju?

(a)

x

y

(b)

x

y

(c)

x

y

(d)

x

y

(e)

x

y

33. Nad̄ite domene sljedećih funkcija:

(a) f (x) = 2
x−1

(b) f (x) = x−1
2

(c) f (x) = 1
x2− x

34. Nad̄ite domene funkcija zadanih sljedećim grafovima

(a) x

y

(b) x

y
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(c) x

y

35. Nad̄ite skup vrijednosti sljedećih funkcija:
(a) najmlad̄i sin čovjeka x
(b) djeda po mami čovjeka x

(c) x

y

(d) x

y

(e) x

y

(f) x

y

36. Ispitajte jesu li ove funkcije invertibilne. Ako jesu, nad̄ite im inverz.
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(a) x

y

(b) x

y

(c) x

y

37. Jesu li izomorfne sljedeće strukture?

(a) a
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(e) a

�� ��
b

GG

// c

x

y 33

??

zss

__

38. (a) U algebri mod 10 nad̄ite −6 i 3−1. Koristeći to riješite jednadžbu
3x+6 = 0( mod 13).

(b) U algebri mod 13 nad̄ite −5 i 6−1. Koristeći to riješite jednadžbu
6x+5 = 1( mod 13).

(c) U algebri mod 7 nad̄ite −5 i 6−1. Koristeći to riješite jednadžbu
6x+5 = 1( mod 7).

39. Pomoću kodiranja

A B C D E F G H I J K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N O P Q R S T U V W X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(a) Šifrirajte riječ KORUPCIJA koristeći ključ USD

(b) Šifrirajte riječ JAGANJE koristeći ključ ON

(c) Šifrirajte riječ PROPAST koristeći ključ MIT

Rješenja

1. (a) da (b) ne (c) da (d) ne (e) ne

2. (a) ne (b) da (c) ne (d) ne

3. (a) da (b) da (c) da (d) ne

4. A ≤B, C ≤B

5. (a) da (b) da (c) ne (d) da (e) da (f) ne (g) da (h) da (i) da
(j) da (k) ne
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6. (a) {3,6} (b) {1,2,3,4,5,6,9} (c) {1,2,4,5} (d) {9} (e) {7,8,9,10}
(f) {7,8,10} (g) {3,6,7,8,9,10}

7. (a) {1,2,4,5,6,8,9} (b) {5,7,9}

8. (a) da (b) da (c) da (d) ne

9. (a) {∅,{x},{y},{x, y}}
(b) {(x, x),(x, y),(y, x),(y, x)}
(c) {(∅,∅),(∅,{y}),({x},∅),({x},{y})}
(d) {∅,{(x, y)}}
(e) {∅,{∅},{{∅}},{∅,{∅}}}
(f) {∅}
(g) {(∅,∅)}

10. (a) da (b) ne (c) ne (d) da (e) ne

11.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3 4

1 0 1 0 0
2 0 1 0 1
3 0 1 0 1
4 1 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

1 // 2 qq

��
3 66

@@

4vv

^^

12. (a) {(1,1),(2,2),(3,3)}
(b) {(1,3),(3,1)}
(c) {(1,2),(1,3),(2,3)}
(d) {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3,3)}
(e) {(2,1),(3,2)}

13. nema nijedno od navedenih svojstava

14. (a) antisimetričnost, tranzitivnost

(b) refleksivnost, simetričnost, tranzitivnost

(c) irefleksivnost, asimetričnost, antisimetričnost

(d) irefleksivnost, simetričnost, asimentričnost, antisimetričnost,
tranzitivnost

(e) refleksivnost, simetričnost, tranzitivnost
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(f) simetričnost

(g) asimetričnost, tranzitivnost

15. (a) refleksivnost, antisimetričnost, tranzitivnost

(b) irefleksivnost, asimetričnost, tranzitivnost

(c) irefleksivnost, simetričnost

(d) refleksivnost, simetričnost, tranzitivnost

(e) refleksivnost, antisimetričnost, tranzitivnost

(f) refleksivnost, simetričnost

16. (a) irefleksivnost, asimetričnost

(b) irefleksivnost, tranzitivnost

(c) irefleksivnost, simetričnost

(d) irefleksivnost, asimentričnost, tranzitivnost

(e) refleksivnost, simetričnost

17. (a) da, {{1},{2,3}}
(b) ne

(c) da, {{1,2,3}}
(d) da, {{1},{2},{3}}
(e) ne

18. {{1,4,7},{2,5,11},{13}}

19. (a) ne

(b) da, {{0},{−1,1},{−2,1}, . . .}
(c) da, {{0,±2,±4, . . .},{±1,±3,±5, . . .}}

20. (a) da, klasu ekvivalencije tvore svi rod̄eni iste godine

(b) ne

(c) da, klasu ekvivalencije tvore svi rod̄eni na istom kontinentu

21. (a) da, nije totalan

(b) ne

(c) da, totalan je



4.5. Strukture 387

(d) da

(e) da

22. (a) da, ali nije totalni ured̄aj

(b) da, ali nije totalni ured̄aj

(c) ne

(d) da i totalan je ured̄aj

23. (a) da, ali nije totalni ured̄aj

(b) da, ali nije totalni ured̄aj

(c) da, ali nije totalni ured̄aj

(d) ne

24.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a b c

a 0 1 0
b 0 0 1
c 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

a

��
b // c

__

Irefleksivna je, asimetrična i antisimetrična.

25.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a b c

a 0 1 1
b 0 0 1
c 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

a

�� ��
b // c

Irefleksivna je, asimetrična i tranzitivna, pa je i relacija striktnog
ured̄aja.

26.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1
0 0 0
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

a

�� ��

,,

b c
Asimetrična je i tranzitivna.

27.

domena rang totalnost surjektivnost injektivnost bijektivnost
f {1,2,4} {1,2,3} ne ne da ne
g {1,2,3,4} {1,2,3,4} da da da da



388 4. Skupovi

f −1 = {(2,4),(1,2),(3,1)}

g−1 = {(1,4),(2,1),(3,2),(4,3)}

f ○ g ○ f = {(1,2),(2,1)}

28.

domena rang totalnost surjektivnost injektivnost bijektivnost
f {1,2,3} {1,2,4} ne ne da ne
g {1,2,3,4} {1,2,3,4} da da da da

f −1 = {(4,2),(2,1),(1,3)}

g−1 = {(4,1),(1,2),(2,3),(3,4)}

f ○ g ○ f = {(1,2),(2,1)}

29.

domena rang totalnost surjektivnost injektivnost bijektivnost
f {1,2,3} {2,3,4} ne ne da ne
g {1,2,3,4} {1,2,3} da ne ne ne

f −1 = {(4,2),(2,1),(3,3)}

f ○ g ○ f = {(1,2),(2,3),(3,4)}

30. (a) f (0) =−1, f (2) = 1, f (t) = 1
t−1

, f (a2) = 1
a2−1

(b) f (0) = 1, f (1) = 0, f (1+a) = a2, f ((x−1)2) = ((x−1)2−1)2

31. (a) ne (b) da (c) ne (d) da (e) ne (f) da

32. (a) ne (b) da (c) da (d) da (e) ne

33. (a) R∖{1} (b) R (c) R∖{0,1}

34. (a) <−∞,0 > (b) <−∞,−1]∪ [1,∞ > (c) R∖{0}
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35. (a) Svi muškarci koji nemaju mlad̄eg brata
(b) Svi ljudi koji imaju kćer koja ima djece
(c) < 0,∞ > (d) < 0,1] (e) <−∞,2] (f) [−1,2]

36. (a) da

x

y

(b) ne

(c) da

x

y

37. (a) ne (b) da: x↦ b, y↦ d, z↦ c, u↦ a (c) ne
(d) da: a↦ y, b↦ z, c↦ x (e) da: x↦ c, y↦ a, z↦ b

38. (a) −6 = 7(13), 3−1 = 9(13), x = 11

(b) −5 = 8(13), 6−1 = 11(13), x = 8

(c) −5 = 2(7), 6−1 = 6(7), x = 4

39. (a) EGUOHFCBD

(b) XNUAXR

(c) BZHBILF
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5
Izračunljivost

Sad možemo dovršiti povijest koju smo u raznim dijelovima ove knjige
dotakli. To je povijest koja počinje filozofskim pitanjima o prirodi razmiš-
ljanja i matematike a završava s jasnim pojmovima matematičke logike,
teorije skupova i izračunljivosti, koji tvore same osnove matematike, raču-
narstva i ukupnog ljudskog znanja.

Povijest smo započeli Cantorovim stvaranjem teorije skupova (strana
245) krajem 19. stoljeća (od 1874. godine kad je publiciran prvi nje-
gov rad iz teorije skupova, pa na dalje). Cantor je njome uveo nove
pojmove u matematiku, prije svega pojam beskonačnosti, nove načine
razmišljanja, prije svega dijagonalni argument, i, zajedno s drugima, novi
pogled na matematiku kao slobodnu ljudsku tvorevinu. Nakon početnog
protivljenja matematičke zajednice, matematičari su, prije svega zbog
elegantnosti i efikasnosti, prihvatili Cantorovu teoriju skupova kao osnovnu
matematičku teoriju. Med̄utim, u teoriji su otkrivene kontradikcije u
prijelaznim godinama s 19. na 20. stoljeće, prije svega Russellov paradoks
1902. godine (strana 245). Postojanje paradoksa u samim osnovama
matematike podijelilo je matematičare. Neki su smatrali da osnovu
matematike moraju tvoriti samo konstruktivne metode (intuicionizam ili

391
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konstruktivizam), drugi da sigurnost treba potražiti u logici (logicizam),
treći da razmišljanje i matematičke teorije treba prvo prikazati u formalnim
jezicima, a onda razviti metode ispitivanja potpunosti i konzistentnosti tako
dobivenih teorija (formalizam). Iako nijedan od tih programa nije ostvario
proklamirane ciljeve i nije dao posve sigurnu osnovu matematike i ljudskog
znanja, njihovo provod̄enje je veoma obogatilo matematiku po sadržaju,
metodama i pristupu. Specijalno, razvijeni su moderna matematička logika
i moderna teorija skupova koji tvore precizne i koliko toliko sigurne osnove
matematike. Precizan opis razmišljanja omogućio je i da samo razmišljanje
postane predmetom razmišljanja. Kurt Gödel je 1931. godine svojim
teoremima nepotpunosti i nedokazivosti konzistentnosti pokazao granice
čovjekovog formalnog razmišljanja: Sve složenije izračunljive formalne
teorije, koje predstavljaju konačan precizan izraz svake ljudske zamisli,
su nepotpune, a njihovu konzistentost možemo dokazati koristeći samo još
složenije teorije (čija konzistentnost je još upitnija) (strana 208). Bitno
obilježje tih teorija je pojam izračunljivosti. Aksiomi teorija moraju biti
izračunljivi u smislu da za svaku tvrdnju možemo algoritamski provjeriti
je li aksiom ili nije. Takod̄er, i pojam dokaza mora biti izračunljiv u smislu
da za svaki niz tvrdnji možemo algoritamski provjeriti je li dokaz zadnje
tvrdnje u nizu iz nekih pretpostavki dokaza. Već smo napomenuli da više
od toga ne možemo dobiti. Alonzo Church je 1936. godine dokazao da ne
postoji algoritam koji bi utvrdio je li jedna rečenica dokaziva (= logička
posljedica) iz nekog skupa rečenica ili ne. Najviše što se može dobiti je
poluizračunljivost, algoritam koji će dati odgovor "da" kad jeste izvediva,
a tek ponekad odgovor "ne" kad nije izvediva. Npr. dokazivanje u sustavu
prirodne dedukcije daje takav algoritam. Ako iz nekog skupa pretpostavki
dokažemo tvrdnju tad je ona logička posljedica tog skupa tvdnji (ispravnost
prirodne dedukcije), a ako je logička posljedica tad se može dokazati
(potpunost prirodne dedukcije). Med̄utim, ako nije logička posljedica tad
je postupkom dokazivanja nikad nećemo uspjeti dokazati (algoritam ne
staje i "ne zna" da nikad neće stati), Istina u nekim slučajevima se može
desiti da ćemo dokazati negaciju te tvrdnje i tako, uz pretpostavku da je
skup pretpostavki konzistentan, utvrditi da tvrdnja nije logička posljedica
datog skupa pretpostavki. Dok se u dokazu originalnog Gödelovog teorema
nepotpunosti pojam izračunljivosti mogao izbjeći, njegovo poopćenje na
druge teorije, kao i sam Churchov teorem nisu mogli biti ni izrečeni
bez preciziranja pojma izračunljivosti. Upravo je Alonzo Church, da bi
dokazao taj teorem, precizirao 1936. godine pojam izračunljivosti pomoću
λ računa kojeg smo već spominjali - izračunljive su (po Churchu) upravo
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one funkcije koje se u λ računu mogu izračunati. Gotovo istovremeno,
baveći se istim problemom, Alan Turing (1912 – 1954) je dao drugačiju
formulaciju izračunljivosti, koja je bila mnogo uvjerljivija. Opisao je
jednostavan stroj koji se sastoji od beskonačne trake podijeljenje u ćelije
i "glave" koja se u svakom trenutku nalazi nad nekom ćelijom. Glava može
pročitati simbol u toj ćeliji, upisati novi simbol ili pomaknuti se na ćeliju
lijevo ili desno. Funkcija je izračunljiva (po Turingu) ako se jednim nizom
takvih akcija (Turingov program) nad Turingovom stroju može izračunati
na svakom ulazu na kojem je definirana. Iste godine su predložene
još neke definicije pojma izračunljivosti, Kleeneova rekurzivna definicija
izračunljivih funkcija, Gödelova definicija pomoću sustava jednadžbi i
Postova definicija pomoću odred̄enih jezičnih rekurzivnih struktura. Poslije
su se pojavile i druge definicije. Sa svakim programskim jezikom možemo
povezati jednu definiciju izračunljivosti. Npr. za programski jezik C
možemo reći da je funkcija C izračunljiva, ako možemo napisati C program
koji je računa, u smislu da kad su na ulaz stavljeni argumenti koji pripadaju
domeni funkcije program daje na izlaz vrijednost funkcije, a kad argumenti
ne pripadaju domeni funkcije tad program nikad ne staje. Dokazano je
da su sve ove definicije izračunljivosti ekvivalentne. Sve one opisuju istu
klasu funkcija koju zovemo izračunljive ili rekurzivne funkcije. Za
programske jezike očekujemo da bi trebalo biti tako, jer kad bi jedan
programski jezik bio slabiji od drugog, tad bismo ga morali popraviti da
bi bio ravnopravan. Jasno je da je sve što je izračunljivo na jedan od
navedenih načina zaista izračunljivo, ali je li moguće pronaći funkciju koja
je u nekom intuitivnom smislu izračunljiva, ali nije izračunljiva u prethodno
opisanom formalnom smislu? Analiza pojma izračunljivosti i dosadašnje
iskustvo kažu da nije moguće pronaći takvu funkciju. To je sadržaj Church
– Turingove teze:

Funkcija je izračunljivo u intuitivnom smislu upravo onda kada je
izračunljiva u formalnom smislu

Ovu tezu ne možemo dokazati jer je lijeva strana neprecizna. Da bismo
je precizirali morali bismo precizno opisati što znači intuitivna izračun-
ljivost. Tad bismo dobili još jednu formalnu definiciju izračunljivosti i
teza bi prešla u tvrdnju da su dvije formulacije pojma izračunljivosti
ekvivalentne. Church – Turingova teza naprosto izražava naše uvjerenje
da je formalni pojam izračunljivosti ispravna formulacija intuitivnog pojma
izračunljivosti. Ona se često koristi da bi se utvrdila izračunljivost neke
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funkcije: uvjerimo se na neki neformalan način da je funkcija izračunljiva
i tad, da izbjegnemo obično komplicirani način dokaza da je formalno
izračunljiva (npr. pisanjem programa koji je računa), pozovemo se na
Church – Turingovu tezu (nešto kao deveti amandman na ustav Sjedinjenih
američkih država) i proglasimo je izračunljivom u formalnom smislu.
Ovakvo argumentiranje se zove argumentiranje po Church – Turingovoj
tezi. Ako netko nije zadovoljan intuitivnim objašnjenjem može zatražiti od
nas da pokažemo izračunljivost u formalnom smislu. Situacija je analogna
neformalnom dokazivanju za koje smatramo da je ispravno u smislu da
bismo ga mogli prevesti u formalni dokaz, ako bi netko to zahtjevao.

Da ne bi bilo zablude istaknimo još jednu stvar. Matematički pojam izra-
čunljivosti je idealizacija pojma stvarne izračunljivosti, kad ne postavljamo
nikakve granice na raspoloživu memoriju i vrijeme potrebno za računanje.
Neke teorijski izračunljive funkcije mogu na nekim ulazima trebati stoljeća
da se izračunaju i veću količinu memorije nego što je sva danas računala
zajedno imaju.

Za povijest računarstva posebno je bio važan Turingov rad jer je on u
njemu, izmed̄u ostalog. opisao univerzalni Turingov stroj, stroj koji
na ulaz uzima program i ulaz tog programa, a na izaz daje izlaz tog
programa. Da bi uopće mogao opisati takav stroj Turing je koristio ideju
iz Gödelova dokaza teorema nepotpunosti, da se rečenice jezika kodiraju
brojevima. Samo što je Turing u svom radu kodirao programe. John
von Neumann je bio upoznat s radom ovih logičara. Dapače, on je svoju
matematičku karijeru i započeo u logici, i to veoma uspješno. Jedan je
od prvih logičara koji su razumjeli dokaz i značenje Gödelovih teorema
nepotpunosti i nedokazivosti konzistentnosti. Osnova Gödelova dokaza je
originalna kombinacija dijagonalnog argumenta i kodiranja, koju mnogi
logičari u početku nisu razumjeli. Prva računala su se programirala
fizički, prespajanjem žica. John von Neumann je 1945. godine predložio,
zacijelo pod utjecajem Turingova univerzalnog stroja, da se i programi
skladište u memoriju kao i podaci s kojima će raditi. Takvo računalo, u
idealizaciji neograničene memorije, je univerzalni stroj koji može izvršavati
sve progame. Ta tzv. von Neumannova arhitektura računala osnova je
suvremenih računala.
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5.1 Pojam algoritma i izračunljivosti

Nešto preciznije ćemo opisati pojam izračunljivosti pomoću pojma pro-
grama u nekom imperativnom programskom jeziku. Pisanje programa
zahtjeva poznavanje mnoštva detalja programskog jezika. Da bismo to
izbjegli programe ćemo neformalno opisivati. Te neformalne opise programa
zvat ćemo algoritmi i smatrat ćemo da se svaki takav algoritam može
pretvoriti u program. Opet imamo situaciju analognu korištenju nefor-
malnog dokaza kao ”pokrate” za formalni dokaz. Napomenimo da je, kao
i kod pojma formalnog i neformalnog dokaza, povijesni put bio suprotan –
prvo se koristio pojam algoritma koji je poslije potpuno preciziran pojmom
programa u nekom programskom jeziku.

Neki objekt je u intuitivnom smislu konstruktivan ako ga možemo na
neki način izgraditi. Za primjer možemo uzeti grafičke znakove. Štoviše,
pošto konstruktivne objekte možemo prezentirati jezikom (”uradi to i to
s tim i tim”), to se u ispitivanju konstruktivnosti možemo ograničiti na
grafičke objekte. Stvarnu konstruktivnost možemo simulirati formalnom
konstruktivnošću (radom na formama jezika). Npr pravljene čvorova na
konopu, tj. konstruiranje jedne realizacije prirodnih brojeva možemo
zamjeniti zapisom broja. Tako konstrukciju broja 375 (375 čvorova na
konopu) možemo zamijeniti konstrukcijom njegova imena ”375”. Funkcija
koja konstruktivnom objektu pridružuje konstruktivan objekt je izračunljiva
u intuitivnom smislu, ako imamo niz naredbi konstruktivne forme koje
mehanički generiraju niz konstruktivnih akcija koje polazeći od konstruk-
tivnog objekta na ulazu u funkciju daju konstruktivan objekt na izlazu
iz funkcije. Pri tome je posebno značajno da izvršenje naredbi ne smije
zahtijevati dodatne specifikacije od strane izvršitelja (ne smije zahtijevati
kreativnost), već je dovoljno samo razumijevamje upute da bi se izvršila
(izvršenje je mehaničko). Npr. uputa ”skuhaj varivo od graška” zahtjeva
dodatnu razradu, dok uputa za dijeljenje brojem 10 s ostatkom ”izbriši
u nizu znakova zadnji znak” zahtijeva samo razumijevanje riječi u uputi.
Pošto ćemo se ograničiti na rad s formama jezika, naš pojam algoritma neće
obuhvaćati npr. kuharske recepte. Tako ćemo smatrati da je algoritam
formalna mehanička uputa, konačan niz naredbi konstruktivne forme, koja
nad formalnim konstruktivnim objektima generira formalne konstruktivne
akcije. Ako bismo htjeli dalje precizirati pojam algoritma došli bismo do
pojma programa u nekom imperativnom programskom jeziku.
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U matematici je algoritam najčešće uputa za rješavanje problema dva
tipa:

DA - NE problem. Takav je npr. problem da li prirodni broj m dijeli prirodni
broj n. Za takav tip problema algoritam mora dati odgovor je li tako ili nije,
odnosno da li ispitivani objekti ispunjavaju navedeni uvjet (relaciju) ili ne.

ŠTO problem. Takav je npr. problem koji broj je najveći zajednički
djelitelj brojeva m i n. Za takav tip problema algoritam mora dati traženi
objekt, odnosno algoritam mora računati funkciju koja zadanim objektima
pridružuje rješenje problema.

S obzirom da su m i n varijable riječ je u stvari o cijelom skupu problema
odred̄enog tipa, a ne o jednom problemu. Za skup problema govorit ćemo da
je opći problem a za svaki član skupa da je partikularni slučaj (problem)
općeg problema. Za svaki izbor m i n imamo jedan partikularni problem
(za m i n kažemo da su parametri problema) i algoritam za svaki takav
izbor mora dati odgovor. Za pojedini problem obično je lakše riješiti ga
neko pisati algoritam koji će ga riješiti. Med̄utim za opći problem općenito
je jednostavnije napisati algoritam nego direktno rješavati sve pojedine
slučajeve. Problem prvog tipa, da – ne problem, uvijek možemo predstaviti
relacijom nad skupom svih konstruktivnih objekata, a problem drugog
tipa funkcijom nad konstruktivnim objektima. Pošto je konstruktivnih
objekata beskonačno prebrojivo možemo ih predstaviti (kodirati) prirodnim
brojevima pa je dovoljno gledati relacije i funkcije nad prirodnim brojevima.
Štoviše, dovoljno je gledati funkcije, jer svaku relaciju R (specijalno, skup
gledamo kao unarnu relaciju) možemo opisati njenom karakterističnom
funkcijom CR

Za R ⊆Nn CR(x1, . . . , xn) = { 1 za (x1, . . . , xn) ∈R
0 za (x1, . . . , xn) /∈R

Za (ne nužno totalnu) funkciju f ∶Nn→N kažemo da je izračunljiva ili
rekurzivna funkcija ako postoji algoritam koji za danu n-torku brojeva
(x1, . . . , xn) na ulazu daje na izlaz vrijednost funkcije f (x1, . . . , xn) ako ta
n-torka brojeva pripada domeni funkcije, a u protivnom nikad ne staje:

algoritam za f(x1, . . . , xn) { f (x1, . . . , xn) za (x1, . . . , xn) ∈D f
ne staje u protivnom
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Za relaciju kažemo da je izračunljiva ili rekurzivna relacija ili algo-
ritamski provjerljiva ako je njena karakteristična funkcija izračunljiva.
Analogna je definicija izračunljivosti skupa

Preko kodiranja konstruktivnih objekata brojevima možemo pojam iz-
računljivosti definirati i za relacije i funkcije nad drugim skupovima
konstruktivnih objekata. No možemo i prethodnu definiciju izračunljivosti
proširiti direktno na druge konstruktivne oblasti pomoću algoritama koji
obrad̄uju te konstruktivne objekte (npr. stringove) a ne brojeve. U
svakom slučaju, pojam izračunljivosti je definiran samo za relacije i funkcije
nad skupovima konstruktivnih objekata. Pošto su ti skupovi prebrojivo
beskonačni, to su i ove relacije i funkcije konačne ili prebrojivo beskonačne.
Neprebrojivo beskonačne relacije i funkcije, kao npr funkcije sa skupa
realnih brojeva u realne brojeve su van ove analize, jer one ne rade s
konstruktivnim objektima. Za konačni opći problem (konačnu relaciju
ili funkciju s konačnom domenom) algoritam uvijek postoji. Neka su
pi, i = 1 do n, svi pojedini slučajevi općeg problema P. Npr. za svaku
polinomnu jednadžbu stupnja manjeg od 100 kojoj su koeficijenti cijeli
brojevi u rasponu od -100 do 100 treba vidjeti ima li cjelobrojno rješenje ili
nema. Osnovni teorem algebre kaže da uvijek postoje kompleksna rješenja.
Trebamo ”samo” vidjeti ima li cjelobrojnih rješenja. To nije nimalo lak
problem. Moguće da za neke jednadžbe lagano nad̄emo odgovor, za neke
teže, a za neke nikako da nad̄emo odgovor. Med̄utim, teorija garantira da
za svaku takvu jednadžbu postoji odgovor. Neka je recimo lista odgovora za
svaki pojedini problem sljedeća

p1↦ r1, p2↦ r2, p3↦ r3, . . ., pn↦ rn

gdje je r i rješenje problema pi. Ta lista je u stvari algoritam za rješavanje
općeg problema: ”ako je na ulazu polinom pi tad je odgovor r i”. Na ovom
primjeru možemo ilustrirati razliku izmed̄u klasičnog i konstruktivnog pris-
tupa u matematici. Prethodni argument je klasično prihvatljiv. Dokazali
smo da postoji algoritam koji rješava problem, mada ne znamo koji je to
algoritam. Ekstremni konstruktivisti odbacuju ovakav dokaz i smatraju da
kad tvrdimo da nešto postoji moramo i pokazati što je to. U svakom slučaju,
klasično gledano, svaka konačni problem ima algoritam koji ga rješava.
Zato je jedino zanimljivo postoje li algoritmi za beskonačno prebrojive
opće probleme (beskonačno prebrojive relacije i funkcije). Već smo u
podcjelini 4.4.3 vidjeli da je algoritama prebrojivo mnogo a funkcija nad
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prirodnim brojevima (ili drugim konstruktivnim objektima) neprebrojivo
mnogo, pa smo već tamo zaključili da nisu sve funkcije izračunljive (dapače,
više ih ima neizračunljivih nego izračunljivih). Npr polinomne jednadžbe
koje smo maloprije opisali zovemo Diofantove jednadžbe (po poznatom
starogrčkom matematičaru Diofantu iz 3. stoljeća) problem postojanja
cjelobrojnog rješenja (bez ograde na veličinu polinomne jednadžbe) zovemo
Diofantov problem. David Hilbert je 1900. godine publicirao listu od
23 matematička problema, tzv Hilbertove probleme koji u to vrijeme
nisu bili riješeni a smatrao ih je veoma značajnim za matematiku. Oni su
se takvim i pokazali. Deseti Hilbertov je upravo problem izračunljivosti
Diophantova problema. Problem je, nakon puno napora i postignutih
značajnih rezultata, riješen tek 1970. Jurij Matijaševič je dokazao da
je Diofantov problem neizračunljiv. Mi smo u podcjelini 4.4.3 pokazali
dijagonalnim argumentom da je problem totalnosti programa, odnosno
funkcije koju program računa, neizračunljiv. Sad ćemo isto pokazati za
klasični problem zaustavljanja. Promatrat ćemo programe koji na ulaz
imaju prirodan broj. Vidjeli smo u 4.4.3 da programe možemo kodirati, tj
bijektivno im pridružiti brojeve. Tako na ulaz programa možemo staviti
njegov kod. Tzv. problem dijagonalnog zaustavljanja glasi: hoće li
program stati na svom vlastitom kodu? Kad bi taj problem bio izračunljiv
imali bismo program H(x) koji na izlaz daje istinu kad program koda x staje
na vlastitom kodu, a laž kad ne staje:

H(x)?x { istina kad program koda x staje na ulazu x
laž u protivnom

Ali tada bismo mogli napraviti sljedeći program A
Require: x

1: if H(x) then
2: go to 1
3: end if

Osnovno svojstvo ovog programa je sljedeće:

Program A staje na x↔ program koda x ne staje na x.

Ali i program A ima svoj kod a. Stavimo li mu vlastiti kod na ulaz tad ćemo
dobit (uvrstimo u prethodnu tvrdnju a umjesto x)
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Program koda a staje na a ↔ program koda a ne staje na a.

Dobili smo kontradikciju. Dakle, ne može postojati program H(x) odnosno
problem zaustavljanja nije odlučiv.

U osnovi ovog rezultata je takod̄er dijagonalni argument. Da bismo
to vidjeli napravimo tablicu zaustavljanja raznih programa Px (program s
kodom x) na raznim ulazima:

0 1 2
P0: da ne da . . .
P1: ne da ne . . .
P2: da da ne . . .

. . .

Dijagonala nam takod̄er daje jedan program H(x) koji kaže kad program
koda x staje na x.

0 1 2 . . .
H: da da ne . . . (idemo po dijagonali)

Promijenimo li elemente dobit ćemo antidijagonalni program koji možemo
zamisliti tako da staje na x baš kad je odgovor ”NE”

0 1 2
A: ne ne da

Po svojoj konstrukciji (i to je osnova dijagonalnog argumenta) ovaj se
program razlikuje od svih programa Px, od nultoga na ulazu 0, od prvoga
na ulazu 1, itd. Ali to ne može biti jer je on jedan od njih.

Napomenimo još da su u prethodnom argumentu prisutna dva naj-
važnija sastojka cijele teorije računarstva, Cantorov dijagonalni argument
i Gödelova metoda kodiranja objekata brojevima (podsjetimo se da se u
modernim računalima svi podaci, od teksta do slike, kodiraju brojevima).

U logici smo vidjeli da je pojam dokaza u logici predikata izračunljiv, ali
da pojam dokazivosti = logičke posljedice nije (Churchov teorem). Najbolje
što možemo uraditi je ono što je stoljećima i rad̄eno, pokušati nekim
sustavom dokazivanja, recimo sustavom prirodne dedukcije, dokazati neku
tvrdnju iz zadanog skupa pretpostavki. Taj postupak, zbog potpunosti
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sustava prirodne dedukcije, daje algoritam koji će utvrditi da je rečenica
logička posljedica danog skupa rečenica baš onda kad ona to jeste, a
postupak nikad neće stati kad ona to nije. Ovu situaciju nezaustavljanja
možemo malo popraviti tako da u algoritam ugradimo da se zaustavi kad
dokaže negaciju te tvrdnje. Tad će, u slučaju da je skup pretpostavki
konzistentan, algoritam ponekad (ali ne i uvijek) dati odgovor ne, kad
rečenica nije logička posljedica. Med̄utim, ovaj popravak nam sad nije
nešto važan. Takav skup, odnosno relaciju, za koju postoji algoritam kojim
možemo utvrditi da mu nešto pripada, ali ne i da ne pripada, zovemo
poluizračunljivom. Da bismo ovo preciznije definirali uvest ćemo pojam
polukarakteristična funkcije PCR relacije R:

za R ⊆Nn PCR(x1, . . . , xn) = { 1 za (x1, . . . , xn) ∈R
nije definirana u protivnom

Relacija je poluizračunljiva ili polurekurzivna ili algoritamski polu-
provjerljiva ako joj je polukarakteristična funkcija takva. To je naprosto
relacija za koju postoji algoritam koji daje odgovor da (1) na ulazu koji
pripada relaciji, a ne staje na ulazu koji ne pripada relaciji. Takav je
i problem zaustavljanja. Možemo u nultoj sekundi (na početku) pustiti
program P0 na ulazu 0, u prvoj sekundi program P1 na ulazu 1, itd.,
i bilježiti zaustavljanja. Svaki program koji staje na svom kodu će
jednom stati i mi ćemo to registrirati (ili naši unuci ako u med̄uvremenu
umremo), a za one koji ne staju na svom ulazu ovim postupkom to nikad
nećemo moći registrirati. Istaknimo još jednom osnovnu karakteristiku
poluizračunljivosti. Kad nešto ne pripada relaciji i mi pustimo algoritam
na takvom ulazu, on neće nikad stati. Ako nemamo kakvih drugih saznanja
tad u svakom trenutku mi ne znamo hoće li on ipak jednom poslije stati ili
ne. Takvu situaciju smo susretali na više mjesta u ovoj knjizi. Npr. vaki put
kad bi se pitali postoji li prirodan broj x takav da je ispunjen izračunljivi
uvjet U(x) imali smo takvu situaciju. Ako ne znamo ništa dodatno, npr da
takav x mora biti manji od nekog broja (ograničeno pretraživanje) imamo
algoritam neograničenog pretraživanja. Krenemo od x = 0 i u jednoj petlji
povećavamo x dok eventualno ne naletimo na x koji ispunjava uvjet U(x):

x ∶= 0
while not U(x) do

x ∶= x+1
end while
print "Hura, pronašli smo ga!"



5.1. Pojam algoritma i izračunljivosti 401

Ovaj će program registrirati rješenje baš onda kad ono postoji. U protivnom
neće nikad stati. Dakle, dokazali smo da ako je U(x) izračunljiv uvjet tad
je ∃xU(x) općenito poluizračunljiv uvjet. Uzmemo li za uvjet Diophantovu
jednadžbu D(x) = 0, to je izračunljiv uvjet jer za bilo koji prirodni broj x mo-
žemo uvrštavanjem utvrditi je li rješenje jednadžbe ili ne. Po prethodnom,
to znači da je Diophantov problem ∃x D(x) = 0 poluizračunljiv. Tako je to još
jedan primjer problema koji je poluizračunljiv a nije izračunljiv.

Za kraj evo još jednog primjera za testiranje razumijevanja pojma
izračunljivosti.

Primjer 5.1.1. Na osnovi toga da postoji algoritam koji generira decimalne
znamenke broja π što možete zaključiti o izračunljivosti sljedećih funkcija?

a) f (x) = x - ta decimalna znamenka u razvoju broja π.

b) f (x) = { 1 ako u decimalnom razvoju broja π ima točno x uzastopnih sedmica
0 u protivnom

c) f (x) = { 1 ako u decimalnom razvoju broja π ima barem x uzastopnih sedmica
0 u protivnom

Rješenje: a) Izračunljiva je: pustimo algoritam koji generira znamenke
broja π i vidimo koja je znamenka na x tom mjestu

b) Ako postoji točno x uzastopnih znamenki, algoritam koji nam omogućava
generiranje znamenki broja π će ih otkriti, a ako ne postoji, algoritam
nam nikad neće dati odgovor (on će stalno generirati nove znamenke i
bezuspješno med̄u njima tražiti odgovor). Tako taj algoritam osigurava tek
da je taj problem poluizračunljiv tj. da je izračunljiva funkcija

f (x) = { 1 ako u decimalnom razvoju broja π ima točno x uzastopnih sedmica
nije definirana u protivnom

c) U razvoju broja π može biti da postoji ograničen broj uzastopnih sedmica,
recimo da ima najviše 100 uzastopnih sedmica, ili postoji neograničeno
velik broj uzastopnih sedmica (ma koji broj zamislili u razvoju postoji više
uzastopnih sedmica). U prvom slučaju je
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f (x) = { 1 za x ≤ g
0 u protivnom

gdje je g maksimalan broj uzastopnih sedmica, dok je u drugom slučaju za
svaki x

f (x) = 1

Ma koji slučaj bio, vidimo da je funkcija f (x) izračunljiva, mada ne znamo
koji je od prethodna dva algoritma računa.

Y

5.2 Složenost algoritama

Pored korektnosti algoritma (svojstva algoritma da rješava problem za
koji smo ga konstruirali a ne neki drugi), sljedeće važno svojstvo algoritma
je njegova efikasnost, da radi brzo i s malo memorije. Danas memorija nije
toliki problem. Zato ćemo se baviti vremenskom efikasnošću algoritma. Na
primjeru konkretnog algoritma objasnit ćemo adekvatni nivo apstrakcije
na kojem ćemo mjeriti efikasnost algoritma. Analizirat ćemo algoritam
sortiranja niza objekata metodom umetanja (tzv. insertion sort algoritam).
To je način na koji npr. slažemo igraće karte koje držimo u ruci. U već
složene karte u ruci umećemo novu kartu na ”prav” mjesto. Mi ćemo
analizirati sortiranje niza brojeva. Ideja je da krenemo od drugog člana
i vidimo treba li mu zamijeniti mjesto s prvim članom. Zatim, kad smo
uredili prva dva člana, gledamo na koje mjesto treba staviti treći član, itd.
Tako je u svakom korak početni dio niza ured̄en a mi biramo mjesto gdje
treba staviti sljedeći član tako da početni dio zajedno sa sljedećim članom
takod̄er bude ured̄en. Evo jednog primjera:
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5 2 4 6 1 3

2 5 4 6 1 3

2 4 5 6 1 3

2 4 5 6 1 3

1 2 4 5 6 3

1 2 3 4 5 6

Kad stavljamo sljedeći član u već ured̄eni prethodni dio, moramo osloboditi
mjesto na koje ćemo ga staviti i ostatak početnog dijela pomaknuti udesno.
Zato je algoritam sljedeći
Require: A: array [1 . . .n] of integer

1: for j ∶= 2 to n do
2: key ∶= A[ j]
3: i ∶= j−1
4: while i > 0 and A[i] > key do
5: A[i+1] ∶= A[i]
6: i ∶= i−1
7: end while
8: A[i+1] ∶= key
9: end for

Na ulazu algoritma je niz A duljine n. U for petlji povećavamo vrijednost
varijable j i tako se pomičemo po nizu. Za dano mjesto j u nizu pomoću
while petlje odred̄ujemo gdje ubaciti j - ti član u prethodni (već sortirani)
dio niza.

Kod izvršenja algoritma svako izvršenje naredbe zahtjeva odred̄eno
vrijeme. Za istu naredbu ne mora svako izvršenje te naredbe zahtjevati
isto vrijeme. Npr. za drugu naredbu to vrijeme može ovisiti o veličini
broja koji se mora pridružiti varijabli key. Med̄utim, utjecaj tih vremenskih
varijacija na ukupno vrijeme izvršenja programa je zanemariv, pa ćemo u
analizi pretpostaviti da svaka linija koda ima uvijek isto vrijeme izvršenja:
i - ta linija uvijek treba vrijeme ti za svoje izvršenje. Ova pretpostavka
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vrijedi za osnovne naredbe koje rade s osnovnim tipovima podataka, kao
što su npr. naredbe pridruživanja u prethodnom algoritmu, ali ne i za
pozive procedura jer one u sebi u stvari kriju cijeli niz elementarnih
naredbi. Ukupno vrijeme rada algoritma na danom ulazu je zbroj vremena
svih izvršenja naredbi. Zbog navedene pretpostavke vrijeme potrošeno
na svaku liniju koda jednako je umnošku broja izvršenja te naredbe i
konstantnom vremenu potrebnom za pojedino izvršenje. Za algoritam
sortiranja umetanjem niže je dano to vrijeme za svaku liniju koda:

1. ↦ n ⋅ t1 (for petlja se izvrši n−1 puta, kako se j povećava od 2 do n i
još se uradi jedna provjera kad se utvrdi da je j veći od n)

2. ↦ (n−1) ⋅ t2

3. ↦ (n−1) ⋅ t3

4. ↦ (∑n
j=2(n j +1)) ⋅ t4 (gdje je n j broj prolaza kroz petlju za fiksni j –

on ovisi o nizu koji se obrad̄uje, jer nekad prije nad̄emo mjesto gdje treba
umetnuti sljedeći član a nekad kasnije; +1 je opet zbog zadnje provjere koja
je negativna i više se ne izvršava tijelo while petlje.

5. ↦ (∑n
j=2 n j) ⋅ t5

6. ↦ (∑n
j=2 n j) ⋅ t6

7. ↦ (n−1) ⋅ t7

Tako, ukupno vrijeme izvršenja programa na ulazu A ovisi o tom ulazu i
iznosi

T(A) = n ⋅ t1 + (n−1) ⋅ t2 + (n−1) ⋅ t3 + (∑n
j=2(n j +1)) ⋅ t4 + (∑n

j=2 n j) ⋅ t5 +
(∑n

j=2 n j) ⋅ t6+(n−1) ⋅ t7

Nakon sred̄ivanja dobivamo

T(A) =−(t2+ t3+ t4+ t7)+n(t1+ t2+ t3+ t4+ t7)+
n
∑
j=2

n j(t4+ t5+ t6)

To je dobiveno množenjem zagrada i grupiranjem članova. Najteži dio,
rastavljanje sume, prikazan je ispod:
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n
∑
j=2

(n j +1)t4 = (n2+1)t4+(n3+1)t4+ . . .+(nn+1)t4

= n2t4+n3t4+ . . .+nnt4+1 ⋅ t4+1 ⋅ t4+ . . .+1 ⋅ t4

= (n2+n3+ . . .+nn)t4+(1+1+ . . .+1)t4

= (
n
∑
j=2

n j)t4+(n−1)t4

Vremena ti izvršenja pojedinih naredbi ovise o računalu i za dano računalo
mogu se eksperimentalno odrediti. Brojevi n j ovise o ured̄enosti ulaznog
niza i mogu se odrediti. Npr. ako algoritam pustimo na nizu 5 2 4 6 1
3, na kojem smo ga na početku ovog odjeljka ilustrirali, iz toka izvršenja
algoritma vidimo da je n2 = 1, n3 = 1, n4 = 0, n5 = 4, n6 = 3. Naravno, za
drugi ulaz to su drugi brojevi. Da analiza ne bi ovisila o konkretnom ulazu
gleda se najgore vrijeme Tw(n) za ulaz duljine n, tj. med̄u svim ulazima
duljine n tražimo ulaz na kojem algoritam radi najduže:

Tw(n) =max{T(A)∣A je niz duljine n}

To vrijeme nam kaže što najgore možemo očekivati za ulaz duljine n.
Funkciju Tw(n) zovemo vremenskom složenošću algoritma. Za svaki
algoritam možemo naći neku mjeru ulaza n (kod nas je to duljina niza) i
primijeniti ovu definiciju. U slučaju našeg algoritma sortiranja najviše ima
posla ako je ulazni niz u suprotnom poretku. Npr.

6 5 4 3 2 1

5 6 4 3 2 1

4 5 6 3 2 1

3 4 5 6 2 1

2 3 4 5 6 1

1 2 3 4 5 6

Za staviti npr. četvrti član na pravo mjesto trebamo 3 premještanja
(prolaska kroz while petlju). Općenito, u najgorem slučaju za fiksni j
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imamo n j = j−1 prolaza kroz while petlju. To nam omogućuje da nad̄emo
vremensku složenost našeg algoritma:

Tw(n) =−(t2+ t3+ t4+ t7)+n(t1+ t2+ t3+ t4+ t7)+
n
∑
j=2

( j−1)(t4+ t5+ t6)

Sumu možemo pojednostavniti:

S =
n
∑
j=2

( j−1) = (2−1)+(3−1)+ . . .+(n−1) = 1+2+ . . .+(n−1)

Ovo možemo, koristeći jedan trik, dalje pojednostavniti:

S = 1+2+ . . .+(n−1)
S = (n−1)+(n−2)+ . . .+1 +
2S = n+n+ . . .+n (n−1 puta)

→ 2S = n(n−1)

→ S = n(n−1)
2

Sad imamo jednostavan izraz za Tw(n):

Tw(n) =−(t2+ t3+ t4+ t7)+n(t1+ t2+ t3+ t4+ t7)+
1
2

n(n−1)(t4+ t5+ t6)

=−(t2+ t3+ t4+ t7)+n(t1+ t2+ t3+
1
2

t4−
1
2

t5−
1
2

t6+ t7)+

+n2(1
2

t4+
1
2

t5+
1
2

t6)

Po toj formuli bismo za dani n, poznavajući vremena izvršenja naredbi za
konkretno računalo, mogli izračunati Tw(n). Med̄utim to vrijeme varira od
računala do računala. Želimo imati analizu neovisnu o računalu. Nadalje,
svi algoritmi rade dobro na malim ulazima. Zato nas jedino zanima
vrijeme izvršenja na velikim ulazima. Da bismo napravili analizu za velike
ulaze koja je neovisna o pojedinom računalu prvo uočimo da je vremenska
složenost algoritma funkcija oblika

Tw(n) = an2+bn+ c

gdje su a,b i c konstante koje ovise o računalu. Pošto nas zanimaju veliki n
zapisat ćemo ovu funkciju na drugi način
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Tw(n) = n2(a+ b
n
+ c

n2 )

iz ovoga zapisa vidimo da se ova funkcija za velike n ponaša kao funkcija
an2

Tw(n) ∼ an2

Pošto koeficijent a ovisi o računalu, a ne želimo da ova analiza ovisi o
računalu, svejedno nam je koliki je taj koeficijent, 100 puta veći ili 100 puta
manji. Zato smatramo da se za velike n ova funkcija ponaša kao n2:

Tw(n) ∼ n2

Pokazalo se da ovaj nivo apstrakcije, u kojem ne razlikujemo vremenske
složenosti algoritama koje se slično ponašaju na velikim ulazima i razlikuju
se samo u konstantama, omogućuje analizu efikasnosti algoritama koja
ne ovisi o računalu i koja nije previše složena, a opet razlikuje algoritme
koji se bitno razlikuju na velikim ulazima. Za one složenosti koje nećemo
u ovoj analizi razlikovati govorit ćemo da su istog asimptotskog reda, a
ako se jedna složenost u ovoj analizi pokazuje manjom od druge (pripadni
algoritam je bitno efikasniji) govorit ćemo da je manjeg asimptotskog reda.
Slijede precizne definicije. Radi jednostavnosti nećemo pisati indeks w već
ga podrazumijevati.

Za vremenske složenosti T1 i T2 kažemo da su istog asimptotskog
reda i označavamo T1(n) = Θ(T2(n)) ako postoje pozitivni realni brojevi
a i b takvi da je za svaki n iza nekog n0

aT2(n) ≤T1(n) ≤ bT2(n)

Zahtjevamo da taj uvjet bude ispunjen iza nekog ulaza n0 jer nas mali ulazi
ne zanimaju. Sam pak uvjet kaže da je jedna složenost ograničena do na
konstantu drugom složenošću. Tako je ovom definicijom upravo formulirana
zamisao da ne razlikujemo vremenske složenosti koje se za velike
ulaze razlikuju do na konstantu. Ovaj uvjet možemo dijeljenjem s T2(n)
izraziti i na drugi način:

a ≤ T1(n)
T2(n)

≤ b
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Dakle, biti istog asimptotskog reda znači da se omjeri nalaze izmed̄u dva
pozitivna broja.

Mada nas zanimaju složenosti algoritama, pojam istog asimptotskog
reda možemo definirati za sve pozitivne funkcije koje na ulazu imaju
prirodne brojeve. Lako se može dokazati (pokušajte) da je ovo relacija
ekvivalencije koja složenosti algoritama klasificira u grupe iste složenosti.
Da su dvije funkcije istog reda složenosti često lako možemo ispitati

računajući limes njihovog omjera lim
n→∞

T1(n)
T2(n)

. Ako je taj limes konačan

pozitivan broj, iz definicije limesa slijedi da će omjer za dovoljno velike n
biti u nekim granicama oko tog broja, pa je ispunjen uvjet iz definicije pojma
asimptotskog reda. Dakle, vrijedi

0 < lim
n→∞

T1(n)
T2(n)

<∞→T1(n) =Θ(T2(n))

Tako možemo iskoristiti račun limesa u ispitivanju asimptotskog reda
vremenske složenosti algoritama. Štoviše, obično su vremenske složenosti
funkcije kojima se ulaz može proširiti na realne brojeve (npr. za f (n) = n2

ulaz n možemo smatrati realnim brojem) i kojima je limes beskonačan, pa
na njih možemo primijeniti L’Hospitalovo pravilo za računanje limesa:

za lim
n→∞

f (n) =∞ i lim
n→∞

g(n) =∞ vrijedi

lim
n→∞

f (n)
g(n)

= lim
n→∞

f ′(n)
g′(n)

gdje je f ′(n) derivacija funkcije f (n).

Primjer 5.2.1. Ispitajmo jesu li sljedeći parovi funkcija istog asimptotskog
reda složenosti.

1. f (n) = an2+bn+ c, a > 0 i g(n) = n2

2. f (n) = logn i g(n) = lnn

3. f (n) = lnn i g(n) = n

Rješenje: 1. Ovo je usporedba vremenske složenosti algoritma sorti-
ranja umetanjem i funkcije n2. Za računanje limesa koristit ćemo
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postupak izvlačenja najveće potencije iz brojnika i nazivnika:

lim
n→∞

an2+bn+1
n2 = lim

n→∞

/n2 (a+ b
n
+ c

n2)

/n2 = a

Dakle, an2+bn+ c =Θ(n2).

2. Za n →∞ obje funkcije teže u beskonačnost pa možemo primijeniti
L’Hospitalovo pravilo:

lim
n→∞

logn
lnn

L.H= lim
n→∞

(logn)′
(lnn)′

= lim
n→∞

1
/nln10

1
/n

= 1
ln10

Da smo uzeli logaritme po bilo kojoj bazi, dobili bismo isti odgovor –
svi logaritmi su istog asimptotskog reda složenosti. Zato ćemo pisati
logn ne vodeći brigu o kojoj je bazi riječ, a u računanju ćemo koristiti
lnn jer ima najjednostavniju derivaciju.

3. lim
n→∞

lnn
n

L.H= lim
n→∞

(lnn)′
n′

= lim
n→∞

1
n
1
= 0

Dakle, ove funkcije nisu istog reda složenosti.

Y

Zadnji primjer pokazuje da funkcija lnn puno sporije raste od funkcije
n, jer ma koliko mali broj ε > 0 zamislili, za sve n iza nekog n0 će vrijediti

da je
lnn
n

< ε tj da je lnn < εn. Kažemo da je vremenska složenost T1

manjeg asimptotskog reda od vremenske složenosti T2 i označavamo
T1(n) = o(T2(n)) ako je

lim
n→∞

T1(n)
T2(n)

= 0

Tako je npr. lnn = o(n). Ovo možemo izreći i na drugi način. Umjesto

omjera
lnn
n

mogli smo gledati omjer
n

lnn
i tad bismo dobili da je limes

beskonačan, odnosno da n puno brže raste u beskonačnost nego lnn.
Kažemo da je vremenska složenost T1 većeg asimptotskog reda od
vremenske složenosti T2 i označavamo T1(n) =ω(T2(n)) ako je

lim
n→∞

T1(n)
T2(n)

=∞
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Naravno, vrijedi

T1(n) =ω(T2(n)) ↔ T2(n) = o(T1(n))

Primjer 5.2.2. Usporedimo asimptotske redove sljedećih parova funkcija.

1. f (n) = 106n2+109n+1012 i g(n) = n3+n+1

2. f (n) = n lnn i g(n) = n2

3. f (n) = n100 i 2n

Rješenje: 1. lim
n→∞

106n2+109n+1012

n3+n+1
= lim

n→∞

/n2 (106+ 109

n + 1012

n2 )
n/3(1+ 1

n2 + 1
n3 )

= 0

Dakle, iako je u ”početku” 106n2 +109n+1012 puno veća funkcija od
n3 + n+1, ipak nakon nekog n0 ona počinje bitno zaostajati: 106n2 +
109n+1012 = o(n3+n+1).

2. lim
n→∞

/n lnn
n/2

= lim
n→∞

lnn
n

L.H= lim
n→∞

1
n
1
= 0

Dakle, n lnn = o(n2)

3.

4. lim
n→∞

n100

2n
L.H= lim

n→∞

100n99

2n ln2
= lim

n→∞

100 ⋅99 ⋅n98

2n ln2 ⋅ ln2
= . . . = lim

n→∞

100!
2n(ln2)100 = 0

Dakle, n100 = o(2n)

Y

Vidimo da u slučaju postojanja (eventualno beskonačnog) limesa

lim
n→∞

T1(n)
T2(n)

imamo jednostavan kriterij usporedbe asimptotskih redova:

lim
n→∞

T1(n)
Tn(n)

=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 → T1(n) = o(T2(n))
> 0 → T1(n) =Θ(T2(n))
∞ → T1(n) =w(Tn(n))
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Razlike izmed̄u vremenskih složenosti raznog asimpotskog reda su za
velike ulaze bitno značajnije nego razlike izmed̄u vremenskih složenosti
istog asimpotskog reda. U to nas može uvjeriti sljedeća tablica, koja daje
vremena izvršenja algoritama raznih vremenskih složenosti, uz pretpos-
tavku da za svako izvršenje osnovne naredbe treba jedna mikrosekunda:

Vremenska
složenost Ulaz duljine n
algoritma 3 6 9 12

1 10−6 s 10−6 s 10−6 s 10−6 s
loglogn 10−6 s 10−6 s 2×10−6 s 2×10−6 s

logn 2×10−6 s 3×10−6 s 3×10−6 s 4×10−6 s
n 3×10−6 s 6×10−6 s 9×10−6 s 10−5 s

n logn 5×10−6 s 2×10−5 s 3×10−5 s 4×10−5 s
n2 9×10−6 s 4×10−5 s 8×10−5 s 10−4 s
n3 3×10−5 s 2×10−4 s 7×10−4 s 2×10−3 s
2n 8×10−6 s 6×10−5 s 5×10−4 s 4×10−3 s

50 100 1000 105 106

1 10−6 s 10−6 s 10−6 s 10−6 s 10−6 s
loglogn 2×10−6 s 3×10−6 s 3×10−6 s 4×10−6 s 4×10−6 s

logn 6×10−6 s 7×10−6 s 10−5 s 2×10−5 s 2×10−5 s
n 5×10−5 s 10−4 s 10−3 s 0.1 s 1 s

n logn 3×10−4 s 7×10−4 s 10−2 s 2 s 20 s
n2 3×10−3 s 0.01 s 1 s 3 h 12 d
n3 0.13 s 1 s 16.7 min 32 god 31,710 god
2n 36 god 4×1016 god 3×10287 god 3×1030089 god 3×10301016 god

Vidimo da se već na ulazima duljine 50 javlja bitna razlika izmed̄u
eksponencijalne vremenske složenosti koja se mjeri već u godinama i ostalih
koje se još uvijek bitno ne razlikuju. Zato algoritme čija je vremenska
složenost većeg ili istog asimptotskog reda kao i eksponencijalna složenost
nazivamo praktično neizvršivim algoritmima, a one koji su manjeg
ili istog asimptotskog reda kao polinomna složenost praktično izvršivim
algoritmima. Na ulazima duljine 1000 već se bitno razlikuju n i n2, a na
ulazima duljine 100 000 n logn se pokazuje bitno boljim od njih. Algoritam
sortiranja umetanjem u najgorem slučaju bi radio 3 sata. Med̄utim
postoje bolji algoritmi sortiranja, npr. tzv sortiranje spajanjem (merge sort
algoritam) koji rade u vremenu n logn, dakle par sekundi. Brzina izvršenja
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je pogotovo važna za algoritme koji rade u tzv. realnom vremenu, kao npr.
algoritmi za obradu zvuka i slike. Kad na primjer slušamo muziku na
mp3 playeru u pozadini ”rade ” numerički algoritmi koji pretvaraju zapis
na disku u niz impulsa koje ured̄aj pretvara u zvuk. Ti algoritmi moraju
biti dovoljno brzi da zvuk ne počne "zaostajati", da se pjesma ne pretvori
u zavijanje, kao nekad na lošem gramofonu. Sve to ne bi bilo moguće
da Cooley i Tukey nisu 1965. godine otkrili dovoljno brzi algoritam, tzv.
brzu Fourierovu transformaciju, koji ima složenost n logn i koji je zamijenio
suviše spor algoritam koji je imao složenost n2. Upravo taj prijelaz sa
n2 na n logn je otvorio put suvremenom digitalnom procesiranju zvuka i
slike u realnom vremenu. Istini za volju taj je algoritam otkrio poznati
matematičar Gauss u 19. stoljeću, no tad nije bilo neke naročite potrebe za
tim algoritmom (tad se mp3 playeri nisu još ni sanjali), pa je otkriće palo u
zaborav.

Vremenske složenosti koje su navedene u prethodnoj tablici daju tipičnu
skalu vremenskih složenosti. Lako je pokazati (pokušajte) da relacija
manjeg asimptotskog reda generira striktni ured̄aj na klasama istog asimp-
totskog reda

1. ¬ f = o( f )

2. f = o(g) → ¬g = o( f )

3. f = o(g) ∧ g = o(h) → f = o(h)

4. f1 =Θ( f2) ∧ g1 =Θ(g2) → f1 = o(g1)↔ f2 = o(g2)

Općenito govoreći, taj ured̄aj nije linearan, tj. postoje (veoma neobične)
vremenske složenosti koje se ne mogu usporediti. Med̄utim, na vremenskim
složenostima uobičajenih algoritama to je linearan ured̄aj, tako da se svi
oni daju smjestiti na istu skalu, kojoj je jedan (najvažniji) dio prikazan u
prethodnoj tablici.

Vremenska složenost problema je vremenska složenost najbržeg
algoritma koji ga rješava. Tako je npr. vremenska složenost problema
sortiranja n logn. Već smo spomenuli (strana 60) danas najznačajniji
problem u teoriji računarstva, P = NP problem, koji je usko vezan s tzv.
SAT - problemom – postoji li praktično izračunljivi algoritam za ispitivanje
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ispunjivosti rečenice jezika veznika. Evo nekih tipičnih problema u raču-
narstvu i njihovih vremenskih složenosti:

1. Θ(logn): (najgore) vrijeme nalaženja objekta u sortiranoj listi duljine
n (polovimo listu i odlučujemo u kojoj polovici tražiti objekt)

2. Θ(n): to je vrijeme učitavanja n podataka, tako da algoritmi koji
moraju učitati n podataka ne mogu raditi brže.

3. Θ(n logn): već smo spomenuli da su najbrži algoritmi sortiranja takvi,
pa nijedan algoritam koji za svoje izvršenje mora sortirati ulazne
podatke ne može raditi brže

4. Θ(n2), Θ(n3), . . .: Takvi (polinomni) algoritmi su prihvatljivi kad je
eksponent malen ili veličina ulaza nije prevelika, recimo ne veća od
1000.

5. Θ(2n), Θ(n!), . . . To su eksponencijalni algoritmi koji su prihvatljivi
jedino za male ulaze, recimo duljine manje od 20.

U analizi složenosti algoritama često je lakše naći asimpotski red od
kojeg algoritam nije lošiji nego sam asimptotski red algoritma. Zato
koristimo sljedeći pojam:

Kažemo da je vremenska složenost T1 manjeg ili jednakog asimptot-
skog reda od vremenske složenosti T2 i označavamo T1(n) =O(T2(n)) ako
je T1(n) = o(T2(n)) ili je T1(n) =Θ(T2(n)).

Ovdje se ne možemo baviti analizom vremenske složenosti konkretnih
algoritama. Za kraj ćemo dati tek neke principijelne upute za tu analizu.

1. Neka kod izvršenja algoritma na jednu liniju koda u najgorem slučaju
otpadne vrijeme izvršenja asimptotskog reda f (n) a na drugu liniju
koda vrijeme izvršenja asimptotskog reda g(n), i neka je recimo
f (n) =O(g(n). Tad na obje linije koda otpada vrijeme izvršenja goreg
asimptotskog reda g(n)
f =O(g) →
1. Θ( f )+Θ(g) =Θ(g)
2. O( f )+O(g) =O(g)
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Ovo znači da je vremenska složenost algoritma jednaka vremenskoj
složenosti njegovog najsloženijeg dijela. Za nerekurzivne algoritme
to je dio u kojem je najviše ugnježdenih petlji. Tako smo u analizi
algoritma sortiranja umetanjem jedino trebali analizirati for petlju u
kojoj je while petlja. Obično vrijedi da ako je k ugnježdenih petlji tad
je složenost tog dijela reda O(nk). Tako smo odmah mogli zaključiti
da je složenost algoritma sortiranja umetanjem reda O(n2). Naravno,
ako želimo precizniju analizu kojom bismo točno odredili asimptotski
red složenosti algoritma, tad trebamo prebrojiti koliko je izvršenja
osnovnih naredbi za ulaz duljine n. No i u tom prebrajanju ne moramo
biti posve precizni – uvijek jednu funkciju možemo zamijeniti drugom
istog asimptotskog reda, jer to ne utječe na konačan rezultat.

2. Ako je u pitanju rekurzivni algoritam, tad će nam analiza dati re-
kurzivnu relaciju čije rješenje je vremenska složenost algoritma. Npr
za algoritam na strani 17 koji računa faktorijele imamo rekurzivnu
relaciju T(n) =T(n−1)+1, T(1) = 1 čije je rješenje T(n) =Θ(n).

Ako želite dublje izučavati složenost algoritama sa stajališta praktične
upotrebe preporučamo [Lev12].

5.3 Kriptografija

Mada se čini da nam jedino praktično izračunljivi problemi mogu biti
korisni, postoji jedno područje u kojem su upravo praktično neizračunljivi
problemi korisni. To je kriptografija, nauka o šifriranju poruka. Osnovna
karakteristika uspješnog šifriranja je da je šifriranje praktično
izračunljiv problem dok je dešifriranja bez poznavanja ključa prak-
tično neizračunljiv a s poznavanjem ključa praktično izračunljiv
problem.

Na strani 366 smo vidjeli da je osnovni problem kriptografije kako
da osoba A pošalje poruku osobi B preko nesigurnog komunikacijskog
kanala u kojem osoba C može presresti poruku. Ideja je da se otvorena
poruka M šifrira u nečitljivu poruku E koju može dešifrirati osoba B ali
ne može osoba C. U suvremenoj računalnoj kriptografiji metode šifriranja
i dešifriranja su svima poznate, a tajnost se postiže ključem K , komadom
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informacije potrebnom za šifriranje odnosno dešifriranje. To znači da je u
slučaju kriptografije simetričnog ključa, kod koje je ključ za šifriranje
i dešifriranje isti, metoda šifriranja odred̄ena praktično izračunljivom
funkcijom Enc za šifriranje koja na ulazu ima ključ K i otvoreni tekst M
a na izlazu daje šifrirani tekst E = Enc(K , M), i praktično izračunljivom
funkcijom Dec za dešifriranje koja pomoću ključa rekonstruira početni tekst
M = Enc(K ,E). Ove funkcije su za fiksni K bijekcije na skupu stringova
danog alfabeta pri čemu vrijedi

Dec(K ,Enc(K , M)) = M

Osnovni element tajnosti je da je problem dešifriranja bez poznavanja
ključa K praktično neizračunljiv. Izmed̄u ostalog, to zahtjeva da je prostor
ključeva dovoljno velik, tj da broj ključeva eksponencijalno raste s duljinom
ključa.

Danas su razvijene veoma efikasni i sigurni algoritmi simetričnog
šifriranja, npr. DES (Data Encription Standard) algoritam. Med̄utim,
što se tiče osnovnog problema tajnosti, nedostatak im je da pošiljalac A
mora preko nesigurnog kanala poslati i ključ primatelju B, da bi ovaj
mogao dešifrirati poruku, i tako se izlaže opasnosti da presretač C dod̄e do
ključa. Da bi riješili ovaj problem (kao i neke druge probleme, npr. problem
digitalnog potpisa) W. Diffie i M.E.Hellman su 1976. godine izložili sasvim
novu koncepciju šifriranja, tzv. kriptografiju asimetričnog ključa. Po
toj zamisli svaki sudionik u razmjeni poruka ima svoj javni ključ PK koji
je dostupan svakom i svoj tajni ključ SK , kojeg samo on ima. Tako, ako
osoba A želi poslati osobi B poruku M uzet će javni ključ PK osobe B
da obavi šifriranje E = Enc(PK , M). Šifriranu poruku će jedino osoba B
moći dešifrirati jer je za dešifriranje potreban njen tajni ključ SK : M =
Enc(SK ,E). Kao i kod šifriranja simetričnim ključem i ovdje je riječ
o praktično izračunljivim funkcijama Enc i Dec koje su za zadani ključ
bijekcije i za koje vrijedi

Dec(SK ,Enc(PK , M)) = M

Sad nema potrebe tajno slati ključ za dešifriranje jer je on ionako svima
dostupan.Med̄utim, da bi ova koncepcija šifriranja imala smisla nužno je da
se iz javnog ključa ne može praktično rekonstruirati tajni ključ. Zato je za
njenu realizaciju nužno bilo pronaći način dobijanja javnog i tajnog ključa
koji će ispuniti prethodnu specifikaciju. To su uradili R. Rivest, A. Shamir i
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L.Adleman 1978. godine. Ta realizacija koncepcije asimetrične kriptografije
je po njima nazvana RSA kriptosistem, i dan danas je najpopularnija,
usprkos pojavi i drugačijih realizacija. Zanimljivo je da je do iste koncepcije i
realizacije došla nešto prije i grupa ljudi u britanskoj tajnoj ustanovi GCHQ
(Government Communications Headquaters), nastaloj iz ostataka Bletchley
Parka gdje je tijekom drugog svjetskog rata pod vodstvom Turinga razbijena
njemačka šifra Enigma. Med̄utim, zbog obaveze tajnosti nisu mogli svoje
rezultate javno objaviti.

Osnovna ideja na kojoj počiva RSA kriptosistem je da je lako pomnožiti
dva velika prosta broja, ali je teško iz umnoška rekonstruirati te proste
brojeve. Sam postupak šifriranja i dešifriranja se zasniva na modularnoj
aritmetici i ovdje ćemo ga tek skicirati i ilustrirati na jednom malom
primjeru koji objašnjava postupak ali nije realan jer je, zbog toga što su
korišteni mali brojevi, lako iz javnog ključa rekonstruirati tajni ključ.

Konstrukcija tajnog i javnog ključa.

1. Generiramo dva velika prosta broja p i q. Za današnju brzinu
kompjutera to su prosti brojevi od po stotinjak znamenki koji se mogu
relativno brzo izračunati. Za našu ilustraciju uzet ćemo dva mala
prosta broja 3 i 11.

2. Umnožak n = p ⋅ q je praktično lako izračunati dok je rastav praktično
teško izračunati. Ovu situaciju neće promijeniti razvoj računala
sa von Neumannovom arhitekturom jer će pojava bržih računala
omogućiti relativno lako nalaženje prostih brojeva sa više od 100
znamenaka čiji će umnožak biti relativno lako izračunati, a rastav
nemoguće napraviti u realnom vremenu. U našem malom primjeru je
n = 3 ⋅11 = 33.

3. Izabrat ćemo broj e takav da je e < (p−1) ⋅ (q−1), relativno prost s
(p−1) ⋅ (q−1) i 2e > n. Takav broj se može praktično lako naći. U
našem primjeru možemo uzeti e = 7.

4. Zbog uvjeta na izbor broja e po modularnoj aritmetici (strana 361)
slijedi da postoji jedinstveni broj d takav da je e ⋅d = 1mod(p−1) ⋅(q−
1). Postoji praktično izračunljivi algoritam kojim se iz e može dobiti
d. U našem primjeru je d = 3.
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5. Par (d,n) je tajni ključ a par (e,n) je javni ključ. Primijetimo da iz
javnog je praktički neizračunljiv tajni ključ jer to zahtjeva rastav broja
n na proste faktore.

Šifriranje i dešifriranje. Za poruku kodiranu brojem M < n (zbog
ogromnog n ovaj uvjet je uvijek ispunjiv) koji je relativno prost s n (ovo je
gotovo uvijek ispunjeno) šifrat dobijemo eksponenciranjem poruke javnim
ključem PK = (e,n), brojem e modulo n

E =Enc(PK , M) = Memod(n)

Npr. za M = 5 je E = 57mod33 = 14

Dešifriranje je eksponenciranje tajnim ključem SK = (d,n), brojem d
modulo n

M =Dec(SK ,E) =Edmod(n)

Uvjerimo se da ćemo u našem slučaju zaista dobiti početnu poruku:
M = 143mod33 = 5

Da bismo pokazali da su općenito ovako zamišljene funkcije šifriranja i
dešifriranja jedna drugoj inverzne trebamo jedan rezultat iz teorije brojeva,
tzv Eulerov teorem (koji nećemo dokazati):

Ako su M i n relativno prosti pozitivni prirodni brojevi tad je
Mϕ(n)modn = 1

Pri tome je ϕ(n) tzv. Eulerova funkcija koja svakom pozitivnom prirod-
nom broju n pridružuje broj pozitivnih prirodnih brojeva koji su manji ili
jednaki n i relativno su prosti s n. Tako je npr ϕ(4) = 2 jer su jedino 1 i 3
relativno prosti s 4. Čitatelju ostavljamo da dokaže da je za proste brojeve p
i q ϕ(p ⋅q) = (p−1)⋅(q−1). Tako imamo specijalan slučaj Eulerova teorema
koji će nama trebati

M(p−1)⋅(q−1)modp ⋅ q = 1

Pokažimo sad da zaista vrijedi da je Dec(SK ,Enc(PK , M)) = M (čitate-
lju ostavljamo da argumentira svaki korak računa):

(Memod(n))dmodn = Medmodn = M1+k⋅(p−1)⋅(q−1)modn
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= M ⋅(Mk⋅(p−1)⋅(q−1)modn) = M ⋅(M ⋅(p−1)⋅(q−1)modn)k = M ⋅1k = M

Vidjeli smo da sva kriptografija počiva na tome da su neki problemi
praktično neizračunljivi. Prije svega to su problemi nalaženja ključa. No
jesu li ti problemi zaista praktično neizračunljivi ili još nismo našli brži
algoritam, npr. za rastav broja na proste faktore? S druge pak strane lako
je provjeriti je li neki komad informacije ključ - provjerimo je li dešifriranje
njime daje smisleni otvoreni tekst. Tako je problem nalaženja ključa
odnosno dešifriranja primjer NP problema (strana 60). Tako se vraćamo na
glavni neriješeni problem računarstva, je li P = NP. Ako jeste tad sva ova
teorija šifriranja pada u vodu, jer to znači da za sve šifre postoji praktično
izračunljiv algoritam koji ih dešifrira. Samo je pitanje vremena kad će biti
pronad̄en. Tako odgovor na to pitanje vodi u različite budućnosti, budućnost
sa šifriranjem ili budućnost bez šifriranja. Koja je bolja, ovisi o nama a ne o
šifriranju.

Ako želite dublje proučavati kriptografiju preporučamo veoma zanim-
ljivu knjigu [Bau07].



Dodaci

Tablice istinitosti za veznike

α ¬α
0 1
1 0

α β α∧β
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

α β α∨β
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

α β α→β

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

α β α↔β

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

419
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Zakoni Booleove algebre

asocijativnost
α∨(β∨γ) ≡ (α∨β)∨γ α∧(β∧γ) ≡ (α∧β)∧γ

komutativnost
α∨β ≡β∨α α∧β ≡β∧α

distributivnost
α∨(β∧γ) ≡ (α∨β)∧(α∨γ) α∧(β∨γ) ≡ (α∧β)∨(α∧γ)

apsorptivnost
α∨(α∧β) ≡α α∧(α∨β) ≡α

komplementiranje
α∨¬α ≡T α∧¬α ≡ F

neutralnost
α∨F ≡α α∧T ≡α

anihiliranje
α∨T ≡T α∧F ≡ F

idempotentnost
α∨α ≡α α∧α ≡α

involutivnost
¬¬α ≡α

De Morganovi zakoni
¬(α∨β) ≡¬α∧¬β ¬(α∧β) ≡¬α∨¬β
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Pravila negiranja

1. ¬¬α ≡α

2. ¬(α∧β) ≡¬α∨¬β (De Morganov zakon)

3. ¬(α∨β) ≡¬α∧¬β (De Morganov zakon)

4. ¬(α→β) ≡α∧¬β

5. ¬(α↔β) ≡ (α∧¬β)∨(¬α∧β)

6. ¬∃x α(x) ≡∀x ¬α(x)

7. ¬∀x α(x) ≡ ∃x ¬α(x)
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Pravila izgradnje stabla opovrgavanja

Pravila za veznike
T ¬α

F α

F ¬α

T α

T α∧β

T α

T β

F α∧β

F α F β

T α∨β

T α T β

F α∨β

F α

F β

T α→β

F α T β

F α→β

T α

F β

T α↔β

T α

T β

F α

F β

F α↔β

T α

F β

F α

T β

Pravila za kvantifikatore
T ∀x α(x)

T α(t)

T ∃x α(x)

T α(a)
F ∀x α(x)

F α(a)

F ∃x α(x)

F α(t)
Pri tome a mora biti novo ime na grani, dok je t opis koji slobodno
zamjenjuje x u α(x).
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Pravila za jednakost
T t1 = t2
T α(t1)

T α(t2)

T t1 = t2
F α(t1)

F α(t2)
F t = t

X

Pri tome sve pojave varijabli u t1 i t2 moraju biti slobodne u α.
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Sustav prirodne dedukcije

bazni dokaz
α1 (A)
α2 (A)
⋮
αn (A)

Intro ∧
⋮
α

⋮
β

⋮

↦

⋮
α

⋮
β

⋮
α∧β

⋮
α

⋮
β

⋮
β∧α

Elim ∧
⋮

α∧β ↦
⋮

α∧β
α

⋮
α∧β
β

Intro ∨
⋮
α

⋮ ↦

⋮
α

⋮
α∨β

⋮
β

⋮ ↦

⋮
β

⋮
α∨β

Elim ∨
⋮
α∨β
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ð γ

Ð→β (A)
⋮

←Ð γ

↦

⋮
α∨β
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ð γ

Ð→β (A)
⋮

←Ð γ

γ

Intro →
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

↦

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

α→β

Elim →
⋮
α

⋮
α→β

⋮

↦

⋮
α

⋮
α→β

⋮
β



425

Intro↔
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

Ð→β (A)
⋮

←Ðα

↦

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ

Ð→β (A)
⋮

←Ðα

α↔β

Elim↔
⋮
α

⋮
α↔β

⋮

↦

⋮
α

⋮
α↔β

⋮
β

⋮
α

⋮
β↔α

⋮

↦

⋮
α

⋮
β↔α

⋮
β

Intro ¬
⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β

↦

⋮
Ð→α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β
¬α

Elim ¬
⋮
Ð→¬α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β

↦

⋮
Ð→¬α (A)

⋮
←Ðβ∧¬β
α

Intro ∀

⋮
Ð→ x

⋮
←Ðα(x)

↦

⋮
Ð→ x

⋮
←Ðα(x)
∀x α(x)

Elim ∀
⋮
∀x α(x)
⋮ ↦

⋮
∀x α(x)
⋮
α(t)
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Pri tome je u pravilu Intro ∀ varijabla x privremena varijabla koja se ne
pojavljuje kao slobodna varijabla u pretpostavkama lijevog dijela dokaza
ili pak kao privremena varijabla u lijevom dijelu dokaza, a u pravilu
Elim ∀ opis t slobodno zamjenjuje x u α.

Intro ∃
⋮
α(t)
⋮ ↦

⋮
α(t)
⋮
∃x α(x)

Elim ∃
⋮
∃x α(x)
⋮
Ð→ c ∶ α(c) (A)

⋮
←Ðβ

↦

⋮
∃x α(x)
⋮
Ð→ c ∶ α(c)

⋮
←Ðβ

β

Pri tome je u pravilu Intro ∃ opis t slobodan po x u α, a u pravilu Intro
∃ je c privremena varijabla koja je slobodna po x u α i koja se ne javlja
ni slobodnom ni privremenom varijablom u lijevom dijelu dokaza niti u
dokazanoj tvrdnji β, osim ako β nije kontradikcija.

Intro =
⋮ ↦ ⋮

t = t

Elim =
⋮
t1 = t2
⋮
α(t1)
⋮

↦

⋮
t1 = t2
⋮
α(t1)
⋮
α(t2)

Pri tome je t2 slobodno po t1 u α i ne moraju se svi t1 zamijeniti s t2
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kumulativna hijerarhija skupova, 247
kvantifikator



KAZALO 431

egzistencijalni, 4
univerzalni, 4

lema, 27
logička ekvivalentnost

u jeziku predikata, 169
u jeziku veznika, 61
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simetrična, 271
striktnog ured̄aja, 281
tranzitivna, 276
ured̄aja, 281

relacijska baza podataka, 268
RSA kriptosistem, 416
Russellov paradoks, 245

SAT problem, 59
Shefferov veznik, 74
simbol

funkcijski, 134, 135
imenski, 135
jednakosti, 135
jezika, 40



KAZALO 433

kvantor, 135
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